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(Bin metl^obtfd^e^ Sefebud^ bet (SIentente ber SSaria^ 
tion^ved^nung ift immer nod^ einöebüvfnig ber beutfc^^en matf)tmaf 
ü\dftn giteratur — ungeac^^tet ber toieber^otten Bearbeitungen biefcr 
SBiffenfd^aft in ben legten Salären* — SDag in ber S^i^atl^ier noc^^ mauc^^er 
unnü^e gormali^mu^ unb unbegrünbete ©d^tug ju befeiti«* 
gen unb ju beric^^tigen, fo toie mand^e »efentUd^e JJüde au«ju* 
füllen ift — foü in biefem 35orn)orte tttoa^ nä^er erörtert toerben, 
bamit ber Sefer — befonber^ ber Slnfänger — teic^^ter beurtl^eilen 
fann, tooburd^ fid^ bie öorliegenbe beutfc^^e Sluögabe öon Jellett's 
Elementary Treatise on theCalculus ofVariations (Dublin 1852) 
unterfc^eibet, refp. au^jeid^net, bor anbem äl^nlicben SBerfen, unb »a« 
noc^ iu toünfd^en übrig bleibt. — 

@c^on ba« erftc SapM be« bortiegenben ßc^rbud^e« toirb bea 
unbefangenen 8ef er l^inreic^^enb übcrjeugen: ba§ e« ju ber ftrengften, 
eleganteften unb objectiö rii^tigften SSegrünbung ber 33a* 
riation^red^nung toeber ber ©nfü^rung einer fonft gamid^t in 
ber gefud^ten Function y = fix) borlommenben ^ülfööeränberlid^en 
x,t,..., upd^ ber unenblid^enSRei^enetttwidtelungen bebarf. — 

aWan foü fid^ nämtid^ ftatt ber gunction y = f{x), um eine 
unenblid^ Iteine aSariation berfelben ju ermitteln, eine anbere 
gunction 0(x,7i) ober OQx, benfen, toelc^^e fo bef (Raffen ift: ba§ 
fie für berfd^iebene äBertl^e bon t beliebige go.rmen annel^mett 
f ann — unb für * = fid^ auf y = f(x) rebucirt, — Sitebann foß 

/rf0(a^j)\ ^^ ^^^ dmpG) ^^^ ^(^)^^ ^ie verlangte unenb. 
\ dt /o dt 

Uäf Heine 3Sariation bon y = f(x) fein, inbem Ä(jr) eine ganj 
unbeftimmte gorm f)abm fott, toeil bei aüen Slnwenbungen ber 
SSariation^rec^^nung y=/*(a:) in eine beftimmte gegebene gunction 
F(x) überjugel^en, nid^t bcriangt toerbe — unb barau« fott atebann 
ol^nc ©eiteret erl^eüen: bag aüc für ba« 2)ifferenjiren feftftel^enbeu 



IV 

{Regeln anäf für ba^ SSarürcn il^re ©üttigleit bel^atten. — gemer 

foüen bie l^öl^ern SSariationen *2y= (~^f^) ^^^' ^^* 8^"* inbe*= 

|)enbent bon einanbcr fein — unb eine Heine enbtid^e aSariation 
Ay ober Vy foü an^gebrüdt toerben burd^: 
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voo t ein Meiner, aber enbtid^er SBertl^ bon t ift, unb d'y, ö"^y, 
ö'^y... bie fucceffitjen 95ariation^quotienten, b. f). bie refp. burd^ 
dt, dt^, dt^, ... bibibirten SSariationen Sy, Ä.v^ öy^, . . . bebeuten. — 

Offenbar ift biefe ganje, uon @nler ^erriü^renbeöegrünbung 
ber SSariation^red^nung eknfo illnforifd^, ate unnötig ig.— ÜDenn 
bie Sdtffavüptxm^: ba^ eine ffunction 0(x,t) baburd^, bag man einer 
in il^r tjorfornmenben ®röge t uerfd^iebene SBertl^e beilegt, jiebe 
beliebige gorm foÜ annel^mcn Ißnnen — unb jugleic^ fid^ für 
f = auf eine ganj beftimmte, toenn ancSf nocSf unbelannte 
Function y = f(x) rebucirt, entl^ält einen SBiberfj)rud^ — unb bie 
Slnnal^nte: bag bie fucceffiben SSariationen bon y = f(x) nid^t« 
anber« fein fotten, äte bie fucceffitjen j)artietlen ^Differentiale 
bon <Z>(ar, nad^ « für f = 0, ^t fogar nod^ jur off enbaren golge : 
bat ^ic SSariationen ^y, ^^y/ö^y,.,. ate bon einanber abpngig 
crfd^einen, toa« bod^ toieber niäft ber gaü fein foß, toie man an 
S3eif|)ieien jn jeigen fud^t — ate ob allgemeine SBal^rl^citen 
burc^ Seifj)iele allgemein betoiefen toerben fönnten! — ®ang 
finnlo^ ift enbtid^ eine Oleid^ung toie (a) mit einer unenblid^en 
ateil^e, jtoifd^en beren ©Hebern gar feine gegenfeitige Slbl^än^ 
gigfeit ftattfinben foü. - 

!J)ag man fic^ bon einer gunction y= fix) unjäl^fig biete ber= 
fd^iebene gormänberungen benfen fann, bie aöe nur unenbUd^ 
fleinc SB er tl^ Säuberungen berfelben gur gotge l^aben — ift geo^ 
metrifd^ ol^ne SBeitere« flar — benn man fann fid^ offenbar ju 
beiben ©eiten ber burd^ y = f(x) auSgebrüdtten Surbe unjöl^tig oiele 
ucrfd^iebene (Surben benfen, loeld^e Jener aüe unenbtid^ nal^c 
liegen — unb toenn man baffelbe anat^tifd^ auSbrüdten loiü; fo 
brandet man nur 8y = i^{x) ju fetten, loo * unenblic^ flein ift, 
unb bie Function ^{x) toeiter feiner SSebingung unterliegt, atö ber: 
bof fie für feinen ju (äff igen SBertl^ bon x unenblid^ toirb — 



mtb toenn !Dtfferentta(qui>ttenten berfelben Dotfomnten, bag auäf btefe 
für leinen guiaffigen äBctti^ tjon x unenblid^ »erben (iRr. 4 unb 
9lr. 9)* J)amtt ift bie ©ad^e bollftänbig unb in ber eDibentes^ 
ften äBeife erlebigtl — 

^x. Dr. ©• SB. ©traud^, bem man ein fotoffale^ SBerf über 
35ariation^red^nung *) berbanft, bagegen meint: baf burd^ bie 
©nfü^rung einer neuen SSeränberüd^en x ober t bie SSariation«^ 
red^nung auf i^re toal^re ©runbtage gebrad^t fei — lägt beöl^alb 
y = q)ix) in q) (Xj x) übergel^en , unb enttoideü bief e (efete fjunction 
in: 

y + Ay = 9C^) + ^» + Y^ ö^y + - • (ß) 

fo baf bie 35ariation bon y'^q}(x) bvxä) bie ganje uncnbtid^c 
SReil^e: 

^Sy + y-g ö^y + . • • (y) 

auögebrüctt toerben foß, too jur »bfüriung dy ftatt f "^^^^^^^ ) , 

«'» ftatt (-^^^^) , &c. gcfcfet ift. aWertoürbigertoeife fügt 

er ieboc^ felbft au^brüdßd^ l^ingu: bag biefe SReiJ^enenttoidtetung eine 
Ho^ fingirte Dj)eration fei, fo toie bie baburd^ gefefete ©egiel^ung 
gtoif d^en dy = dq), Ö'^y = dg?, . . ., toeit jiebe bief er ®rögen jia f ür 
fid^ gaui toitlfürlid^ fei! — 

5ltö ®runb bafür: bag bie ganje unenbtid^e SReil^e (y), unb 
ni^t Mo^ i^r erfte« ®fieb atö 95ariation bon y=^q>(x) genom^ 
men »erben muffe, toirb angegeben: ba^ bie unenblid^e SReil^e ber 
altgemeine Segriff fei, unb bie gefd^Ioffene afö befonbere in 
fid^ faffe, tc. — 2Äan fann fid^ feine närrifd^ere Öogif benfen! — 
$ier lann man füglid^ mit ^erbart fagen: „@« nimmt fic^ immer 
feüfam au«, »enn man ettoa« , baö unmittelbar bor 2(ngen liegt, erft 
a\x^ Slnberm ableitet, toa^ nid^t einmal benfefben ®rab ber Slarl^eit 
l^at" - 

©elbft ber erfte Slnfänger mug fid^ „tounbern" über biefe 
üermeintlid^e ©egrünbungöarten ber 33ariation«red^nung, toenn 



*) 2^]^coric unb Stntocnbung bc8 fogcuanntcn 35ariation«* 
calcu(8. 3h)citc (2:itel *) 2lu8gabc in 2 33änbcn. 3ttn^ 1854. 



VI 

er, fobalb c« gut %ffat, b. l^. gut toirllid^cn S5ariation gcgcBc* 
ncr Slu^brüdc lommt, fielet: bag bie ganje Operation in toeiter 
nid^t« befielet, att in ber getoöl^ntid^en iCifferentiation bieferSlu«* 
brflde nadf ben barin ate bem SBertl^e; ober ber gornt nad^ ber^ 
änbcrlid^ gebadeten (SIementen, toobei biefe bciben Arten ber 3{enbe* 
rungen bto^ burd^ bie ^üä)tn d unb 8 unterfd^ieben unb festere 
l^öd^ften^ nod^ berfel^t »erben! — @benf ctoenig , afö man in ber 
iCiffcrentialred^nung bon ber 3nbej)cnbenten x, fo lange fie in 
ber Sl^at nod^ eine fold^e ift, l^öl^ere !Ciffercntia(e d-x, d%,.. ju 
betrad^ten brandet — ebenfo unnötl^ig ift bie SSetrad^tung l^ö leerer 
Variationen d'^y, d^y,.,. einer Jjrintitioen ober unabl^ängigen 
gnnction y in ber SSariation^rcd^nung. — 3n einer toal^rl^aft fo* 
mifd^en SBeife ergel^t fid^^r. Dr. ©trand^*) über biejenigen ©d^rift* 
[teuer; toeld^e bie bariirte Function burd^ y -i- äy = (p dx^ + itl; (x), 
a(fo bie 35ariation burd^ dy = it (x) barfteüen (f. 9Jr. 4 n. 9). — 
Sr nennt fie ;,8eute (!), toeld^e i^ren Srrtl^um (?) begingen, toeit 
fie über ba«, toa^ fie untemal^men, fid^ nid^t Ilar toaxm, toeit fie 
o^nc alle Umfid^t, Ueberfid^t unb ßrfal^rung gu SBerle gingen, 
toeil e^ il^nen glcid^gültig toar, ob fie eine gebiegene Slrbeit, ober ein 
übereiltet SIRad^toer! lieferten©; il^r erfter SSariation^coefficient 
fei nur burd^ bie ^u^älÜQttittn be^ ßalcnl« rid^tig — ba* 
gegen toürbc ber ber jtoeiten Drbnung, toenn fie il^n l^ergeftellt ^ät> 
im, in ben meiften gällen falfd^ fein (?). Slllein biefen iiabtn fie aM 
Sequentlid^Ieit, ober Unfäl^igfeit niemals l^ergeftellt, fonbcrn 
feien auf l^ albern SBege [teilen geblieben, jc." — 

3n rein toiffenfd^aftlid^em Sntereffe — unb befonber^ in bem 
ber erften Slnfänger — muffen toir l^ier nad^n^eifen: baß alle biefe 
SSortofirfe (bie Uebereilung unb SSequemlid^Ieit aufgenommen) 
gerabe ^rm Dr. Strand^ felbft in fel^r toefentlid^en fünften 
unb in leinem geringen ®rabe treffen. — 

1) ^x\ Dr. ©traud^ fagt: bag bie urfj)rünglid^e gorm be^ 
ÖD, nämlich (5«r. II): 

ix^fftx bon 5Riemanben gur Seftimmung ber gefud^ten Function be* 



J^]'(^% + 



*) IBariat dalcxd ^h. 1, @. 164-165. 
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raUjt ift, fei eine (Sinfettiflleit (?) — ben SBctoei« bafflr fei man 
fd^nlbig geblieben — unb ba er — »ie er felbft fagt — ebenfotoe* 
nig einen Setoei^ anffttUen lönne, »ie feine SSorgänger — 
fo unterfud^e er beibc gönnen, nömüd^ bie Dorl^ergel^enbe unb bie 
tron^formirte gorm: 

unb fügt ganj naiö l^inju: ba§ feine SSorgänger, »enn fie mit bcr 
großen Älaffe ijon 2luf gaben, toie bie in 3?r. 24 unfere« Sel^rbu« 
(i)t^ ijcrtraut getoefen toären, fie aud^ auf ben ©ebanfen gefommen 
tooren, ju unterfud^en, ob bie erfte gorm (S) ju einem JRefuÜote 
fül^re, ober nid^t. — !Die Sl^atfad^e aber, bag biefe erfte gorm 

nic^t immer (ober .ielme^r niemaU, toenn außer öy an^ % 

-^ ,... unter bem ^t\6)ix[ J ijorfommen) ju einem SRefuItate füi^rt, 

bered^tige leine^toege^ ju ber S9equemtid^!eit(?) biefelbe ganj un* 
berücffid^tigt gu laffen unb nur bie jtoeite gorm (t) gu unterfud^en! — 

ÜDa |)r. Dn ©traud^ fetbft fagt: bag er nid^t toeiß, toe^^ 
l^alb bie erfte gorm (ö) immer in bie jtoeite («) umgcfe^t »erben 
mu^, toaö aud^ barau« erließet: bag er meint, man fönnc bie ge« 
fud^te Function eijentuell baburd^ finben, bag man in (J) bie ßocffi* 

deuten t>on öy, -^^— eingetn =0 fej^t, »ie bei Slu^brfiden ol^ne 

integrale; fo muffen toir il^n, trojä feiner ftaren, tiefen Ciu:* 
unb Umfid^t, Srfal^rung 2C., bereu er fid^ feinen SSorgängem ge^ 
genüber betougt fein mug, benn fonft toürbe er nid^t fo guijerfid^t^öoÜ 
unb energifd^ auftreten — ^ier bod^ ettoa« jured^tgutoeifen unb auf* 
guflären fud^en, bamit er in B^Iunft mit feinen Urt^eilen unb S3e* 
l^auptungen ein toenig tjorfid^tiger unb anftänbiger toirb. — 3w"äc^ft 
ift ftar, bag man nid^t fetten lann: 

toeit man baburd^ eine 9tetation gtoifd^en dy, m\> y, •^,.,. erl^ielte, 
»>a^ unftattl^aft ift.— Silber ebenfotoenig barf man bie Soef ficienten 



vni 

öon Äy, ~T^^ ^^'••* einjeln =0 fe^en, tocil, toic iebcr an* 

fang er ti)ei§, unb anäf $r. Dr. ©tvöud^ fclbft fagt: Me ©rögcn 

-7^, -^,... ber (5«?vm nad^ attc bon Sy abl^ängcn — fo baß 

burd^ bic gorm bon Sy aud^ bie feiner fucceffiben !Cifferentiafquo* 

^tienteu beftimmt tft — unb toeil Bei Functionen, bie unter ben 

beftimmten ^ntegration^jeid^en [teilen, e^ eben nur auf biefe 

gorm anfommt — unb nid^t auf bieSBertl^e bon ^y>~T^y IT^'*** 

für einjetne 3Bert]^e bon x, loie bei ben augerl^alb be« 3nte^ 
graljeid^en« ftel^enben ©fiebern — ober nbtxffaupt bei 3lu^brüdfen 
ol^ne ba« 3ntegra(jeid^en. — ÜDe^l^alb, unb an^ feinem anbem 

(Srunbe, muffen -^, ^^^•■* ^" öHenSätten, loo fie mit, ober 

ol^ne Sy unter bem St^i^^n j borlommen, erft burd^ tl^eittoeife 
Integration unter biefem 3cid^^n loeggefdbafft toerben, fo baß 
bto« Sy unter bemfefben bleibt.— ÜDa fogar emSlutor, mie^r. Dr. 
©traud^, ber fid^ mit ber 35ariation«red^nung fo umftänbfid^ 
befaßt l^at, nid^t meiß unb nid^t einfielet, loe^^afb bie gorm (S) 

immer in bie gorm («) tran^f ormirt toerben muß, loenn-^— , -r-Ty** 

barin borlömmen; fo fd^eint e^ bod^ notl^toenbig : baß fold^eö in 
Sel^rbüd^ern für Slnfänger lünftig ettoa^ naiver angegeben toirb, 
toa^ geloiJl^nKd^ nid^t gefd^iel^t, fo baß ba^ l^ier ®efagte aud^ afe 
grgäniung ju 9?r. 11 unfere^ gel^rbud^eö bienen fann. — 

2) SSon ber ©uter'fd^en (Sagrange^fd^en) äKetl^obe für^re^ 
latibe 2ßaj. unb ÜKin. Uf)axipttt ^r. Dr. ©traud^: baß fie an 
bebeutenbcn ©ebred^en leibe (?); aber jum ®IM ift feine 
Sirgumentation l^ier loieber ebenfo abgefd;madEt, loie in bem borl^cr^ 
gcl^enben gaUe. — ÜDa« "^ßoffirlid^fte babei ift jebod^, baß er felbft 
fagt: fie fei allgemein unb gebe jeberjeit rid^tige JRefuItate — 
unb baß er, nad^bem er mel^rerc gotiofeiten mit einem ebenfo jtoecf^ 
ate finnlofen gormelfram bcbedtt Ijat, inki^t bod^ auf bie @uler'fd;c 
gormel fommt! — (ä^ tt)ürbe fid^ nid;t ber 3JJfi]^e (o^nen — unb 
aud^ biet ju umftänbfid^ fein, loenn toir l^ier alle bie unbegrünbeten, 
ja närrifd^en öel^aujjtungen bc6§rn. Dr. ©traud; anführen iooüten 
— man muß fie an Ort unb @teüe (Sab. 1, ©. 339 folgg. unb »b. 2, 
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©♦ 742) fcttft nad^fd^cn — unb toir toottcn Bio« nod^ Bcmcrfcn, 
ba^ er aud^ ben Slu^brud ber itotittn ^axiation enttoidett, tDorin 
naturüd^ ber unbcftimmtc a)iulti|>ficatcr X borlommt, bon bcffcn 
^tiäftn ba« bicfcr 35ariation abl^äugen foü! — 58ei ber Aufgabe 
bergurbc öon gegebener Sänge unb ber größten, ober fleinften 
gläd^e (Sb. 2, @/496) j. ©. l^cißt e«: ,,@omit gelangt man ju 
ber Srfenntnig, bag <)-f/^ ^)ofitio, ober negatit) tft, jenad^bem X 
t>oftttb, ober negatit) ift — i)iefe ßrfd^einung l^ängt aber mit 
fotgenbem Umftanbe jufammen: 6^ fann ein ^ei^bogen, ol^ne ba^ 
er feine Sänge änbert, auf jloeierfei SBeife jtoifd^en jioei fünften 
gejogen »erben, b. 1^. entmeber concab, ober conbef gegen .bie 
äbfciffenafc. 3 m erften ^S^^^t ift ber gtäd^eninl^aö ein SWaj- unb 
im jloeiten ein 3Jiin. — Diefelbe unbegrünbete 3lrgumentation 
feiert bei ber tettenlinie, elaftifd^en Sinie, :c. unb ühtx^aupt bei 
Slufgaben über refatitje 2ßaf. unb äWin. lieber. — Offenbar 
i^ätte ^r. Dr. Strand^ ben unbeftimmten gactor X mittelft ber 
^au})tgleid^ung an^ d'^U eßminiren muffen — unb erft bann l^ätte 
er einen begrünbeten ©d^lug in SSejug auf bie Unterfd^eibung 
be^SKaf. unb2Kin. mad^en ÜJnnen.— Ober er ^ätte geigen muffen: 
bag bie gläd^e jtoifd^en ber ©el^ne unb bem Ärei^bogen ein 
aJiaf. ift! ~ Uebrigen« l^at SKactaurin (Treatise of Fluxions 
1742) fd^on jloei Saläre tjorguler baffclbe a3erfa]^rcn angeloanbt. — 

3) f)r. Dr. ©traud^ fteUt awif Sluf gaben unb unterfud^t fie 
umftänbüd^, bonbenen er felbftfagt: ,,ba6 fie gar feine finb"(!); 
g. S.bie 3lufg. 232, 234, 236, jc — 3u(efet toeift er einen SBiber»^ 
fprud^ nad^, unb fügt loörtlid^ ^ingu:"„3lnbere ©d^riftftelter l^aben 
bie 3iot^tuenbig!eit ber Unterfud;ung , ob ein Söiberfprud^ ftattfinbe, 
ganj überfeinen, unb be^^atb ^rrtl^ümer begangen(?I). — " Da« 
toäre ein intereffante« ©efd^äft: Slufgaben, beren Ungereimtl^eit 
fefbft bem erften Slnfänger auf ben erften StidE in bie Singen fällt, 
burd^ bie SSariationörcd^nung ju unterfud^en, um fid^ bon biefer 
Ungereimtl^eit ju überzeugen. — S3ei loirflid^en eingaben, 
meldte im SlHgemeinen einen ®inn l^aben, l^ätte^r. Dr.Straud^ 
biefe Unterfud^ung anfteüen f ollen; allein ba fel^lt fie faft gänjlid^ 
— unb er begnügt fid^ mit ber bloßen Unterfd^eibung be^OKaf. 
unb SDiin. •— Unb felbft biefe ift, loie toir thtn gefeiten l^aben, oft 
ungenügenb! — 2ltlgemeine Unterfud^ungen über bie ÜJiögtid^^ 
feit ber Slufgabe unb beren Slu^nal^mefäne, toie fie in 3ix. 27 



unb 28, fotoic in 5Br, 58 unb 59 unferc« Sel^rbud^e« tjjorlom* 
mcn, l^at $)r. Dr. ©traud^ ntd^t für nötl^ig gel^alten. — 35tc 
DoUftänbigc Unterfud^ung iebcr cinjelncn aufgäbe toax aber fd^on 
bc^l^atb nic^^t wögßd^, tocit feine gorm öon ^"^U baju gar nid^t 
taugttd^ ift — 

Oerabe bei$)m.Dr. ©traud^ toirb burd^ bie B^^fänigfeiten 
be^ ßaicul« mand^ed bertd^tigt — j. 2). bie jtoeitc 35ariation 
ingoige ber$)auj)tgtcid^ung — inbem bie ©lieber mitben jtoeiten 
SSariationen ber unabl^ängigen Functionen, loelc^e ganj un=» 
nötl^iger SBeife enttoidfeö toerben, tt)ieber befeit igt loerben. — 

4) $r. Dr. ©traud^ l^ataud^ jufammengefe^te 35ariationen 
erfonnen; b. 1^. er lä^t eine abl^ängige Function z=(p(x,y) nx6)t 
bto^ mittelbar baburd^ bariiren: baf y feine gor m änbert, fonbern 
aud^ unmittelbar, ttne eine })rimitit)e gunction y, unb mad)t ba^ 
öon eine l^etrlid^e Slnloenbung auf fotgenbe Slufgabe: „aJJan fud^t 
eine frumme gläd^e unb eine in berfelben (iegenbe räumlid^e ßuröe 
bon gegebener ?änge fe, fo ba^ ba« t)on ber gefud^ten Suröe 
begrenzte @tüdE ber gefud^iten frummen gläd;e ben Ileinften 
gtäd^eninl^att l^at." — "iSlaä} einer gonnel|)robuftion tm adft gofio^ 
feiten getaugt er enbfid^ ju bem toid(>tigen 9iefu(tate: !Die gefud^te 
gtäd^e ift bie ßbene z = A, unb bie gefud^te ßurte ift ber 
Ärcid! — Sllfo bie ^rei^ßnie fd^Iiegt bei einer gegebenen Sänge 
k bie Ifeinfte gläd^e ein! — Horribile dictu! — Unb jufe^t l^ei^t 
c«: „Diefe 3lufgabe ift befonber^ geeignet, bie SBid^tigfeit 
meiner 3bee ber jufammengefe^ten äRutationen (35ariationen) 
barjutl^un; jcJ" — S^ toitb nid^t nötl^ig fein, l^ierüber aud^ nur 
nod^ ein SBort l^injujufügen I — 

5) ®ne fel^r ergiebige QueUe ju entfefetid^en unnütjen SBeit^ 
läufigleiten bietet $)m. Dr. Strand^ bie Unterfudbung aller mög^ 
fidlen ©renjfälle bar — unb er l^at j. 33- mittelft berfelben über 
bie tribiate aufgäbe i?on ber fürjeften ginie jtoifd^jen jtoei "ißuntten 
ober ginien nid^t toeniger benn 40 goliofeiten |)robucirt! — • 2ßan 
lann fid^ leine abufitern Slnloenbungen ber SSariation^red^nung 
beulen, al« auf fold^e tribiate Probleme ber elementar geometrie 

— abgefcl^en bon ben fonftigen SWängeln unb unnütjen SBeitläufigleiten. 

— SBoßte §r. Dr. ©trauc^ aße Steile ber matl^ematifc^en SBiffen^ 
fc^aft in bieferffiJeife bearbeiten, fo toürben unfehlbar biegolianten 
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bcr alten Äird^ent) fit er jum 35orfd^cht f onimen, benen fid^ bie Beiben 
boritegenben ©änbc bon tttoa 1300 Seiten fe^r gut anf daliegen 
toflrbcn. — 

6) 2Ba« enblid^ bie ^erfteflung unb Iran^fotmation ber jtoei* 
ten Variation SW betrifft, toeld^e nebft ber beftänbigen SBieberl^O:» 
lang ber finnlofen unenblid^en SReil^en, bcr Setrad^tung ber nid^t 
tran^formirten gorm (d) bon Sü, ber (Srenjfälle tc. toegen ber 
öielen unnütjen ©lieber ebenfaü« ein gute« 8taumerfüIIung«=' 
mittel ift — unb nebft jenen immer in einer ©d^Iu^bcmerlung 
ju jeber 3lufgabe af« befonbere« aSerbienft (?) be« SSerf«. um 
bie SBiffenfd^aft ber 35ariation«red^nung ^erborgel^oben toirb; 
fo ift biefetbe, fotool^I in bem einfad^ften gälte eine« einfad^en 3n* 
tegrale« mit nur einer unabhängigen Function y unb bereu Dif* 

ferentiatquotienten -^, -t4 -> ^^^ befonber« in bem gatteme Irrere 

fold^er Functionen unb mel^rfad^ er integrale, eine böllig grunb=^ unb 
bobenlofe. — ©feid^tool^f l^at fid^ babei ein Unterfd^eibungdlrite* 
r i u m be« SK a f . unb SK i n* l^erau^gefteüt, toeld^e« in bem er ft e n ber bor* 
l^in ertoäl^nten gälte mit bem nad^ ber3acobi'fc^en2iran«formation«* 
metl^obe gefuubenen (9lr. 40) übereinftimmt ; alfo rid^tig ift; aber 
ber anbere quabratifd^e gactor unter bem Sntegratreic^en l^at, loie 
fd^on bemerft, fetbft in biefem cinfad^ften gälte, burd^au« nid^t bie* 
jenige gorm, baß fid^ barau« bie übrigen Sebingungen für bie 
toirftid^e ßfiftenj eine« SRajc. ober OK in. ableiten Iaf|en, loie fol^ 
d^e« bei ber 3acobi'fd^en ©e^anbtung ber galt ift — 3n ber Il^at 
l^at aviii $r. Dr. ©traud^ baran gar nid^t gebadet! — 
pr ben galt: 

_ f^Y dy dry dz d"'z\ , C^ ^r^ 

ift biefe« Äriterium baffelbe, loie in ber Differentialred^nung bei 
Functionen mit jioei inbe|)enbenten SSeränberfid^en ; b. 1^. loenn gur 
%bfür}ttng: 

d^y d^z 

gefegt toirb; fo i^at man: 
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d»F__ £y_~ ( 2Raf. 
dp'^~'^ ' d?" ""•" j aßtn. 

3n bem ©cifpiele in iWr. 55 l^ätte man l^icrnacä^: 

dq^ ~(1+1>' + ^')I ~'^'\dpdqj ~ii+p^ + q''y' 

mitl^in: 

/ d^r y d?^F d^V I^ 

\dpdq) dp^' dp'^~ (1+P^+g^)" ' 

toic e« für ba« in biefcm gaüc fid^ bon felbft berfte^enbe SWini^ 
mum fein mu^. — SlKcin bamit ift im Slßgemcincn bie ®aci^e uod^ 
tangc nid^t erfebigt, fonbem i^'-'C/^mug auf eine fotd^e gorm, unb 
auf fofd^en SBegen, gebrad^t fein, ba^ fid^ aud^ bie üHigen ©e* 
bingungen für ba« toirfüd^c ©tattfinben eine^ SKaj. ober 
SD? in. barau^ etlennen {äffen, toie bei ber 3accbi'fd(ien Iran^for* 
mation, toa^ jebod^ bei ber ©traud^i'fd^en l^ier nodl^ biel weniger 
tl^untid^ ift, U)ie in bem erften einfad^ften gaüe. — 

Daffetbe Unterfd^eibung^friterium finbet ^r. Dr. ©traurig 
aud^ in bem gaüe eine« ÜDo^)|)e fintegrate« U=JjVdifdx mit con^ 

/ dz dz\ 

ftanten ©renjen, too V = f Ix, y, z, ^? j-j ift; allein l^ier ift 

bie §er(eitung nod^ ^^recärer, al« in ben beiben frül^eren galten.— 
®n fpäterer, biet grünbtid^er unb metl^obifd^er ju äßerfe gel^enber 
2)earbeiter ber 35ariation«red&nung^ ^r. ^rof. ®tegmann, l^at tool^t 
be^l^atb einen anberu 333eg eingefdl^fagen , inbem er bie 2lenberu|ig 
be« betrachteten Sntegrate« bon bem ebentuetlen 2)1 aj im um«* ober 
3Kinimum«loert^e au« baburd^ beftimmt: ba§ er bie barin bor* 
lommenben oeränbertid^en Stemente 3ncremente annel^men lä^t, um 
ju fe^en, ob biefe 2lcnberung ^)ofitib ober negatib ift.*)— 2lttein 



*) Jcl^rBud^ ber 3Sariatio nörcd^nung, hoffet 1854. 
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biefc« SSerfaftrcn genügt eBcnfaß« nid^t, tocil c« bie Leitern ©c^ 
bingutigen für bie toixtü(fft (Sjriftett} eine^ 9Dta|:imum0, ober 
aWinimum« rnd^t erlennen lä^t — unb ift aud^ fci^r unelegant — 
Slm aöertoenigften brandet man baffelbe in bem goüe anjutoenben, 
too bie 3aco6i'fd^e Iran^fomiation ein biet bequemere« Untere 
fd^eibungdlrlterium be« aJiaj. unb SKin. an bie §anb gibt — 
SBa« bie übrigen, im SSorl^ergel^enben befprod^enen fünfte betrifft, fo 
tDirb man ol^ne \ptcxtUt Eingabe (eid^t beurtl^eilen, toüdft unferer Söt^ 
merlungen, unb in toeld^em ®rabe fie aud^ inöejug auf ba« ®teg* 
mann'fd^e gei^rbud^ Slntoenbung finben. — ®oU eine Aufgabe bcr 
SSariationdred^nung boKftänbig gelöft fein, fo mug fie in aden 
©ejiel^ungen, unb nid^t blo« in 2)ejug auf bie Unterfdf^eibung be« 
aWaj. unb OKin* unterfud^t fein — tttoa toie bie einfad^en ©eifj)ie(e 
in 5ßr. 48 unb 5ßr. 51—52 unfere« Sei^rbud^e«* — Dabon ift man 
frcifid^ in ben fd^ioierigern gällen nod^ fel^r loeit entfernt — na* 
mentfid^ bleibt bie 2^ran«formation ber jtoeiten SSariation bei 3n* 
tegralen mit mel^rern t)rimitiben i^nctionen unb bei mel^rfad^en 
integralen in einer SBeife, bie baff elbe leiftet, toie bie 3acobi'fd^e 
in bem Z^üt eine« einfad^en integrale« mit einer primitiben 
gunction y unb bereu Diffcrentialquotienten y', y", . ♦ . nod^ ju loün* 
fd^en übrig» — 

^adf allem SSorl^ergei^enben unb ber genauen !Durd^fid^t be« 
borliegenben Sel^rbud^e« ber 35ariation«red^nung toirb man 
enblid^ leidet beurtl^eilen, toa« baffelbe leiftet, unb tooburd^ e« fid^ bon 
atlen bi^l^er erfd^ienenen äl^ntid^en 333erlen unterfd^eibef , refj>* au«^ 
jeid^net — 

©d^ließlid^ mag l^icr nod^ bemerft »erben: bag eine furje ifi^ 
ftorifd^e Einleitung be« Originale« in ber beutfd^en ausgäbe 
^inioeggelaffen ift, »eil biefelbe garju unboUftänbig ift — unb eine 
audfüi^rlid^ere ©efd^id^te ber 93ariation«red^nung bon Dr. 
®iefel gu erioarten ftel^t — 

äWünd^en, im 3anuar 1860. 
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Htftmtiontn unlr |)rtncipun. 

1. eine tjcränberttd^e ®röfe ti l^ctßt eme Function irgcnb 
einer tlnjal^I anberer Seränberttd^cr xi, X2 «8,... toenn jtoifd^cn 
bicfcn ®r5§en eine fotd^e {Relation ftattfinbet, baß ber SSäertl^ bcr 
erftem bon ben SSäertl^en ber k^ittn, toetd^e bie inbe})enbenten 
SSeranberttd^en genannt toerben, abl^ängt, unb jene be^l^qlb aud^ bie 
abhängige 35eränberUd^e genannt tohrb. — !Cie 5Rat ur biefer 9ie^ 
totion l^eißt bie gorm biefer Function, unb fofl burd^ ba« Symbol 
9 'angebeutet toerben, inbem man fd^reibt: 

Offenbar muffen Functionen bon berfd^iebenengormen aud^ burd^ 
Derfd^iebene Symbole q>, f, ... bqeid^net toerben» — 

2. §ierau« erließet: baß ber SQäertl^ einer abl^öngigen 35er^ 
onberlid^en ober einer gunction bon jtoeiertei abl^öngt; nämlid^: 
i, bon ben SQäertl^en ber inbqjenbenten Seränberüd^en, unb 2, bon 
ber gorm ber Function — fid^ atfo änbert, toenn fid^ iene SSBertl^e, 
ober biefe gorm, ober enbfid^ beibe jugteid^ Snbern. — 3)ie gunctio* 
neu foüen bal^er eingetl^eüt loerben: i, in beftimmte, b. 1^. bereu 
gorm ate unberänbertid^ gebadet toirb, unb 2, in unbeftimmte, 
ober bereu gorm beränberlid^ ift — !Ciefe ©ntl^eUung entfprid^t 
ber geioöl^nßd^en ©ntl^eüung ber ©rößen in conftante unb bcr*= 
änberlid^e. — 5Die 333ert]^«änberungen beftimmter Functionen 
entfpringen aflein au« ben SSertl^^änberungen einer, ober mel^rerer 
ber inbe|)enbenten 35eränberfid^en — unb »erben in ber 5Differen=* 
tialred^nung näl^er unterfud^t. — aber bie äö er tl^ Säuberungen 

1 



unbcftimmtcr Functionen, toeld^c tjon einer ^«JtmSnbcrung bcr 
f^ctionen allein, ober einer gleid^jeitigen äßerti^dänbenmg ber inbe^ 
^jenbenten 35eränberlid^en l^errül^rcn, Bitben ben ©egenftanb ber f. g. 
93ariationdreci^nung, toomit toir und l^ier genauer befd^Sftigen 
lootten. — 

3. Offenbar lann bic gorm einer Function bon ber ^orm, 
ober ben ^oxmm einer, ober mei^rerer anberer Functionen fo abl^fin* 
gen: ba§ bic Form ber erften beftimmt ift, toenn bie ber it^tttn ed 
ifr — 3* 33. bie F<>^J« rine« SDiffcrentialquotienten jeber beliebigen 
Function ift burd^ bie F<>tm berfelben beftimmt, unb umgelel^rt: bic 
Form einer beliebigen Function ift burd^ bie j^oxm il^re« !J)iffercn* 
tialquoticntcn fijirt — Functionen, beren F<>nn unabl^ängig ift, 
foUen ^jrimitibe (unabl^ängigc) l^ei^en — unb Functionen, bc*= 
ren ^oxm bon ber fold^er ^jrimitiber Functionen abl^ängt, fotten 
beribirte (abp ngige) genannt, unb mit F, F' • . . bejeid^net 
loerben, fo baß F . 9 ober F (9) eine Function bebeutet, bcrcn 
Form bon ber ber Function q> (xi, X2f ..•) abl^öngt — SBennfld^ 
nun bie Form einer, ober mel^rerer j>rimitiber Functionen änbcrt^ 
fo toirb offenbar aud^ bie F^^^nt ber beribirten Function eine entf|)rc* 
d^enbe 35eränberung erfal^rcn — unb toenn bie SRelation jtoifd^cn 
ben F^^nten ber ^jrimitibcn unb ber abl^ängigen ober beribirten 
Functionen ate unberänbertid^ boraudgefetjt toirb;*) fo ift bic 
Formänberung ber ki^ttm offenbar leine ibitlfürlid^e, fonbcm 
mit ber F<>nnänberung ber erftem burd^ eine fefte {Relation bcr«* 
tnüpft. — 5Die S3eftimmung bief er SRelation, ober bietoici^r bie SSeft im*' 
mung ber Slenberung einer beribirten Function F. 9 in 
Fo(g^ einer formänberung ber {>rimitiben Function 9(0:1, 
X2,.>*), unb juioeilen aud^ ber SBetti^iänberung ber SScr^ 
änberiid^en a?i, «2, . ♦• bitbet ben eigentlid^en ©egenftanb 
ber Sottatioitire^nitttg. — 

4. ®o toie aber in ber ©ifferentialrcd^nung bic äenbc^ 
rungen ber betrad^tetcn beränberlid^en (Srößen notl^ioenbig immer aU 
unenblid^, unbeftimmt ober unangebbar Kein gebadet toerben 



*) ®. 1^. bie hux^ ba« @^mbot F angebeutete Ol)eration bicfclBe bleibt, 
fo baß, totnn f in ber urf|)rüng(t(3^cn gorm toon <p bic ©ebcutung t)on / ^at, 
biefeö @i?mbo( f in ber gcänberten gortn toon f nic^^t bie ©ebeutnng »0« d, 
ober gar bie t)on log., sin, jc. l^at, fonbern bic toon / be^U. — 



mfiffen, bomit loemgfteit^ hmer^db gdDiffer ®ren)€n eine ftetige 
Senbenmg ber inbe))enbenten S3eranber(id^en eine ftetige 9(enbenmg 
ber gmictlonen bcrfetteu jur gofgc ffot — ebenfo ift e« für bie ^ro^ 
bteme ber SSariation^red^tiung toefentlid^ erf oitertid^ : ba| bie 
Xenbenmgen ber betrad^teten ®rd|en unenbüd^ {(ein finb, b* 1^. 
bit äcnberungen nad^ bem (Sefe^e ber ©tetigleit erfolgen. — 
föenn olfo u = g)(a:i, aro,,.0 eine t>riniitit)e gunction unb u' = 
9>'(xn X2^ • . biefelbe Function nadf ber erforberttd^en f^ormdnberung 
bqcid^net; fo mni m' — t« =9'(ari,a?2^,,0 — 9>Ca:i,a:2,-*.) für 
äät itt(&{figen Sertl^e ))on jr^, 0^2 *•• unenbtid^ Hein fein. 3Ran 
tarn olfo fe^en: 

toe i ein nnenbUd^ Heiner i^adür unb ^(ar^xs,.. .) eine f^tnc^ 
Um ift^ tt)eld^e toeiter feiner Sebingung unterliegt, ate ber: ba§ fte 
für leine nad^ ben S3ebingungen ber Aufgabe jufäffigen SBertl^e t)on 
xtyXay* unenblid^ toirb. — (£ine fold^e unenblid^ Heine 2len^ 
berung toit (a) ]^ei§t eine 93ariation im eigentßd^en @inne bed 
©orte«, b. ^.: bie SJariation einer primitii^en iJunction ift 
bie itliettbn^ Hritie aenberung il^re« ©ertl^e« in rjolge ei^* 
uer äenberung il^rer gorm. — §ierau« unb an^ ber borl^crgc^ 
l^enben 5Är. erließet unmittelbar: baß bie SSariation einer ^jrimititjen 
gunction ganj toillfürlid^ ift — unb ba§ bie SJariation einer be* 
tribirten Function bon ber 35ariation il^rer ^jrimitiben Function abl^ängt* 

5. C« fei M = 9 (ari, X2, • . eine unbeftimmte gwtction einer 
beliebigen Slnjal^I aSeränberlid^cr, unb v = F.u eine beriöirte gunc* 
tlon bon u] fo toirb bie SJariation ber le^tern offenbar gefunben, 
tt>enn man: 

q> (ari, 0:2 • • •) + ** C«i/ ^^2; • • • ) \toit q> (xijXz, . . ) 
in v = F,u fefet, unb au^: 

F I (f Ca:,,«!, . . .) + 1> (a?!, «2, . . .) } 

bto« ba« ®lieb mit ber erften ^oteng be« unenbtid^ Keinen gac:^ 
or« t ableitet, toetd^e« atebann bie gefud^te unenbtid^ Keine 3Sa* 
riation bon v^F,u audbrüdtt — *) 



*) 5)eT S^eifaffer bemerft in einet Keinen ^lote unter ^em Sejrte: c« fei 



3tt bcr JBcftfamrmng bicfer legten ffiartation Befielet ba^ aii^t^ 
metnftc Problem bcr ffiariatlon^rcci^nung ; allem bei bem gegen* 
toärtigen ^n\tav!t>t ber matl^ematifd^en ©tffenfd^aften l^ot man e«, ra^ 
fofem e« fid^ um ftetige Slenberungen l^anbeü, bfo« mit jtoei älrten 
beriüirter Functionen ju ti^un, nämlid^ mit benen, tocld^c burd^ bic 
^roceffe be« SDifferenjirend unb Sntegrirend, b. 1^. mittelfl 
bcr burd^ bic Symbole d, J angebeuteten O^)erationen, crl^aüen toer* 
ben. — (g^ ift bal^er ganj unnötl^ig : ba« ^robtem bcr SSariotiond* 
red^nung in feiner ganjen äUgcmcinl^cit aufjunel^men — unb 
bc^l^atb toerben toir un« auf jenen \ptcUUtn galt bef darauf cn, too 
F bic Sebeutung bon d ober J l^at, locld^er jebod^ aßgemein genug 
ift, um auf alle Probleme anioenbbar ju fein, auf loefd^e man bie 
^ariation^red^nung bi^l^er angeioanbt l^at — 

SBcrai F ein biftributibc« D|)cration^f^mboI bebeutet, fo ift 
belanntlid^ : 



toc^l }u Beamten, bag « l^ier leine Function t>on ^ ober u fei, toeil bad 
^t^tnBoI F eine 9leIation sti'ifc^en gormen unb ni^t ^toifc^en trügen ht» 
jetd^ne. — 3)ie« ifi offenbor unrid^tig — benn toenn bie SIenberung bc« 
« anäf nur ton einer {^^^tuänberung bed (p ober « l^errül^rt, fo ifl 
ein (2[akul bod^ fotool^I (fw ober äq), aU 6v f)etd de eine Sert^d^ ober 
©rößenänberung ju benfen, loeU nur toon 2Bert^8= ober ®rö6ent)er* 
gleid^ungen aud^ in ber SSartattonöre^nung jutefet bic 9lebe ifl — inbem e« fl(]^ 
ja jule^t um bie Stuömittetung größter, ober fteinfler Söcrtl^e l^anbeft. 
Ku(!^ toenn f nur bic S3ebeutung toon d ober / l^at, muß bod^ » immer al« 
eine ©riige gebadet toerben, beren Sert^ ton bem Sert^e t>on » ober ^ 
abl^ängt; alfo eine gunction ton « ober y ifl. — 

Senn bie ^Variationen, toie f^äter, lurj mit <f angebeutet loerben, fo ifl 
gan) einfad^: 

Sv = Fiu + 8u) — Fiu) 

^SFCu) dFCu)^ 

ou du ' 

toc« 6u unenbH(^ ftein, unb offenbar ^ES^) _dF(M) .^^ ^^ j^.^ ^^^^ 

ÖU du 

bing« ton einer gormänbcrung l^errü^renbc SSariation bod^ flet« aU eine 
ffiertl^öänberung in bcr 9led^nung gebadet unb bel^anbclt »erben muß — unb 
e« ganj gleichgültig ifl, burd^ toclc^e« Seichen biefelBe angebeutet toirb. — SWan 
^ot atfo in biefem gattc Btoö n?ie in ber2)ifferentialred^nung ju terfa^ren. 



too q>, q>i gwnctionen ^n Beliebig fielen SSeränberlid^en ftnb. — 
©e^t man <p+iilf für q> in v = F.<p, fo l^at man: 

F(q> 4- 1^) = F. 9 + F. i^, 

imb fotgßci^ ift bie SSoriation bon F.y gleid^ F.i^. 9hm läßt M 
ober leidet ieigen, ba§ F. »^ = t F. ^ ift. — ©enn man ^at offenbar: 

F.2*=F(^ +^) = F.^ + F.^ = 2.F.^, 
F.3^ = FC2^ + ^) = F.2^-f F.* = 3.F.^, 
unb aOgemein: 

too t eine ganje 3^t ift* — ®cfet tnan nun t = — , too n eine 
ganjc 3a]^I ift; fo folgt ou«: 

F .nilf = nF. ^ , 

»emi n^ für ^ gefegt toirb: 

1 I 

F.— ^ =— F.^, 
n n 

unb biefc lefete ©tcid^ung finbct ftatt, loie gro^ n aud^ fein mag, 
-olfo aud^ für n = oo ; b. ff. man l^at : 

ti)0 i unenbüd^ Hein ift — S)ie Variation bon F. qp ift alfo fo* 
mol^I =iF.'^, ate =F.#. — Offenbar genügen bie belbenO})e*= 
rotion^f^mbole (i,J ber öebingung^gleid^ung : 

F • 9 + F . 91 = FCy + 9i ). 

6. SBir l^aben bi« bal^in bloe bie eigentlid^en 35ariationen, 
b. ff. bie, loetd^e bon ben gormänberungen ber |)rimiäben gunctio* 
nen l^errül^ren, beftimmt. 2Bir »erben fpäter aber aud^ Slufgaben ju 
töfen l^aben, loobei aud^ bie 35ariationen bon Functionen in öetrai^t 
gejogen toerben muffen, loeld^e bon SBertl^^änberungen einer, ober 
mel^rerer ber inbe))enbenten SSerönberßd^en l^errül^ren* — 



Um nun bie Dodft&nbige (totale) ißariotion einer a6l^ängi^ 
gen t^unctton gu erl^atten, b. 1^* bie jBartotion, koeld^e fotool^I bim 
t^ormSnberungen {>rintiäber f^inctionen, atö bon Sßertl^dänberun^ 
gen inbej)enbenter 35eränberßd^er l^errül^, mug man jid^ be« folgen* 
ben ©runbfa^e^ erinnern: 

©enn eine ®röge bnrd^ mcl^rere Urfad^en, einieln Be* 
trad^tet, äenberungen erleibet, bie gegen fie felbft alle 
unenblid^ Hein finb; fo ift bie (Sefammtänberung, toeldje 
au^ a((en btefen Urfad^en bereinigt refu(tirt, gleid^ ber 
Summe ber einjelnen unenblid^ Ileinen Slenberungen* — 

©iefer ©oft ift bcm über bie ©u^jer^jofition Heiner ©etoe* 
gungen in ber SOted^anil analog, unb I&§t fid^ aud^ auf oi^ntid^e 
©eife bart^un. — ♦) 

!Da bie in ber S3ariattondred^nung borlommenben Senberungen 
bon jtoei toefenttid^ berfd^iebenen Slrten fmb, fo toirb e«, ei^e toir 
toeitcr gelten, nid^t unjtoedbnäfig fein, fd^on je^ eine fd^arf unter* 
fd^eibenbe ©egeid^nung berfelben etnjufül^ren. — 

i, Die eigentlid^en SJariationen, b. 1^. bie, toetd^e allein 
bon gormonbcrungen bon fjunctionen l^errüi^ren, f ollen mit bem 
©^mbole 8 Bejeid^net loerben — 2, bie blo^ bon SBertl^^anberun* 
gen ber inbe|)enbenten SSeränberlid^en l^errfil^renben, toie in ber IDiffe* 
rentialred^nung, mit rf — unb enblid^ 3, bielotalbartationen, loeld^c 
bon ben beiben ebengenannten Urfac^en jugleid^ l^errül^ren, mit bem 
©^mbole D. — 

Sßenn alfo u eine Beftimmte f^ction beränberlid^er ®ti* 
%m ift, fo ift: 

Du == du ; 

ift u eine nnit^timmtt Function conftanter ®rd|en, fo ift: 



*) 2)cr ^runb ber Sßa^rl^cit biefe« ©a^cö liegt börin: baß bie »enbe* 
tuitgen, tottdft jebe biefer Urfad^en in ben toon ben anbern Urfa^en Jerrü^ren* 
bm nnenbliti^ Ileinen Slcnbernngen bcwirfen, unenbli^ Heine trügen 
1^5 leerer Orbnungen ftnb, m\6)t gegen bie tM>n ben einzelnen Urfa<!^n l^er« 
til^renben unenblit^ Keinen Eenbernngen er|ler Orbnung nid^t in iBetrad^ 
fommcn. — 



tmb loemi enblid^ u eine unbeftimmte Function tetfinbetnd^er 
®r*gen ifl; fo ift: 

Du = 5u-\' du. 

S)a eine inbe))enbente 93er5nberlid^e nur eine 9lrt )>on 3ncremen^ 
ten annel^men lann, fo ift ed gteid^gü(ttg, toad für ein ®\fmioi jur 
^eid^nung berfeCben ongetoanbt totrb; toir tperben iebod^ im 9lUge^ 
meinen hai 3^^^ ^ gebroud^en, unb toenn ed ndtl^g fein tpirb^ 
biefe ^ejeid^ming ju Snbem; fo toirb fotd^ed \pmtU unb genau on^ 
gegeben tperben, fo bag lein SRigberftanbuig entfteif^en lann* — 

7* SBir tooüen bad SSor^^ergel^enbe nun auf bie ©eftirnmung 
ber 93ariationen ber )>erfd^iebenen borlommenben ^rten t>t>n ©ringen 
antoenbea — 

(10 g« fei: 

eine beftimmte f^nction einer beliebigen Slniol^l n inbe)>enbenter 
Seränberßd^er/ fo ffat man, ha fid^ bie gorm ber iJunction nid^t 
finbert: 

du du I du 

Du =: du=: T— • dxi + — — ♦ dXo + &c. + — — ♦ dXn . 

dXi dX2 dXn 

(20 ®fei: 

U=^q>{Xi X2 Xn), 

eine unbeftimmte ))rimitibe t$unction, fo ift: 

Du = 8u + du) 

ober: 

du I p c^tf 

^ du = -; — . dXi + &C. 4- "3 — ♦ dXn 9 

aXi dXn 

unb: 
folgßö^: 
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fo ift offenbar: 

^ du j i du ' , ^ . du . , -, 

too öu m<S} bem in 9it. 5 angegel&men Sßerfoi^ren }u befttmmen t^ 
(4.) (&» fei: 

eine bcrtijtrte Function, toeld^c bcr Scbinflung: 

genügt; fo ift nad^ 5Rr, 5: 

3m = F. t^ = F,dtp, 

^ du - , C?M , I « 1 C?l/ , I », • 

Dt* = ^— . cfoTi + j—.dxo-t &C.+ -= — . dxn + F . ocp ♦ 
(50 g« fei: 

eine Beftimmte Function ber inbet)enbenten SSeranberlid^en a?i,j:2 — 
nnb ber unbeftimmten gnnctionen t/i, t/o, ••. einiger, ober aüer. 
biefer 3nbet)enbenten, unb e^ toerbe bie S^otalbariation DF bon V 
gefud^t — 3n biejem gatte fann V offenbar bariiren, fotool^t in 
golge ber äßertl^^anberung einer, ober mel^rerer ber 3nbe|>enbentöi 
Xi, xq,..., aU in golge einer gormänbemng einer/ ober mei^rcrer 
ber fjnnctionen ui, uo, . . ♦ 

äßenn fid^ j. S- .Ti anbert, tool^renb atte übrigen ®r5§en un^ 
geanbert bleiben; fo ift bie entf})red^enbe SSlenberung bon V offenbar: 

/ dV . dV dui ,dV dug t a, \ j 
\dXi' dui* dxi du2* dxi */ ** 

(gbenfo in Sejng anf X2: 



fdV y dV dui . dV dtfj , . \ ^ 

1:^ — rj—- ^7-^+3— • -r^ + &o.]dx2, 

\dX2 duy dX2 du2 dX2 J 

nnb f. f* für bie übrigen 3nbe})enbenten» — 



Xenbert fi^ todter bie %oxm Ux Smtction ui, toSIfctvb aOe 
anbem @r5|eit conftant bleiben; fo ift bie entftnrec^fenbe Xmbentiig 
Don V ate einer ^ction bon ui offenbar : 

^ «y _ rfF jp^ jj^ äj^nlid^e ©lieber »erben burd^ bie gormta* 
benmgen bon U2, tis^... eingeffil^rt, fo bag bie 2:ota(bariation ift: 



+ (^ + &c. )cix. 



+ &C. 

+ T- • ÖUi + j— . Otf2 + ÄC. 

too^renb bie eigentlid^e äJariotion audgebrfldtt toirb burd^: 

(6.) enbüd^ toerbc bie Variation DU t>on Ü^F.V gefud^t, 

V ^ / \Xi ^ ^2 • • • • t^l 1 tl2 * • • • J> 

mb F ein O))erationdf^mbol ift, n>e(d^ed ber Sebingung : 

F. qp + F, 9i = F((p -f- 9i) 

jenügt. 

SBir tooüen toieber toie borl^in Derfal^ren, inbem toir fucceffiDc 
bie einjelnen SSariotionen beftimmen, toetd^e oud ben Slenberungen ber 
Dcrfd^iebenen in ü entl^oüenen Deranberü^en ©emente entf})ringen. — 
t)a Feine beftimmte gunction bon xi,X2,.... unb w,,m2, .... 
ift, fo ift Hör, bag V, fo (ange bie gormen ber Functionen wi ,W2... 
ungeanbert bleiben, aud^ eine beftimmte t$unction ber 3nbe))en:* 
benten Xi,x2,.*.. ift, unb ba F eine beftimmte D})eration anbeu* 
tet; fo ift oud^ Ü eine beftimmte Function bon Xi^xt,.*. Sßenn 

1* 
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fi^ alfo Xi aUeitt flnbert, toäl^renb ade übrigen in ü entl^attenen 
(S(emente conftant bleiben; fo ift bie entf)>red^enbe Slenberung ton 
U offenbar: 

^ dx 

too T- ben üollftänbigen ©tffercntialquoticnten öon Ü naäf Xi 

bebeutet — unb äl^nfid^c ©lieber loerben burd^ bie äenberung öon 
(C2, a?8, ... emgefül^rt. — S^ bleibt alfo btod nod^ übrig, bie eigent* 
lid^e S5ariation ju finben, b. l^* bie, toeld^e öon ber gormänberung 
ber Functionen %, W2^ . . ♦ l^errül^rt* — Seim erften Sdnbfid Bunte 
e6 f^einen, ba§ bie üon irgenb einer Slenberung üon wi l^errül^renbe 
Slenberung in ü toieber burd^ : 

au^gebrüdft toerbe, toaö rid^tig toore, toenn 17 eine guncticn Don ui 
in b'em getoBl^nlid^en ©inne be6 SBorte^, b. 1^. eine Orö^^ toore, 
bereu SBertl^ öon beut SBcrtl^e öon u^ abl^ängt. SMe SScjiel^ung 
jtoifd^en U unb ui ift aber bloö eine bergorui unb nid^t beröröge 
(bed SBertl^e«), unb man lonn be^l^alb nid^t uiel^r bel^au^ten: ba| 
bie ber ^enberung t>on ui entf))red^enbe ^enberuug ^on U inxäf : 

— du 

dui * * 

au«gebrü(ft toirb. — Obgleid^ aber D leine ijunction im getoöl^nü^ 
d^en ©inne J)on ui ift, fo ift U bod^ eine t>on u^ bcriöirte ober 
abl^ängige fjunction Don wi*, benn bie gorm öon ü ift offenbar 
ab pngig öon ber Don V, toctd^e felbft dou ber Don ui abl^ängt 
SBegen ?7=F. Fift nad^ 9te. 5 aber öÜ=F.8V, unb nad^ (5) 

mitl^in toirb ber Don ber Sormänberung Don ui ^erräl^renbe 2:i^ 
Don du au^gebrüdb burd^: 

dui ' 
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tmb cnbßd^ bie XotaUariottcn t>on U burd^: 

2>17= - - . dxi + - — • dx2 + &c. 

1 U) 

äu« biefem gatte fielet man: bag man hü äntocnbunjj ber Siegeln 
ber ÜDiffcrentialrcd^nung auf %'düc, toc bie bctrad(|tctc 35ariation bon 
gormänberungen bon Functionen l^errü^^rt, üorfic^tig fein mu§. — ♦) 



*) ^n6) f)kx ijl u aU eine gunction ton »1, »t, . . . gu betrad^ten, 
toeil ber SBertl^ t)on u i)on ben SBertl^cn J?on «i, »i, . . . ab(^5ngt — unb 
bicfe legten SQSertl^c i)on ben gormen t)on «1, «2« . . . be^jenbiren, fo baß 
^ ai\o ber SSertl^ t>on a änbert, toenn ft^ au^ nur bie (formen )>on 
■|. »2, . . . änbern. — @« ifl bcöl^alb attcrbing« bie ton ^ ^erriH^renbe Äen* 
bcrung bcö c^: 

mb eBenfo in ^e^ie^ung auf »1« . . , tDeil »1, »1, . . . I^ier gan) btefelbe 9loIIe 
Wen, toie bie inbe^jenbenten 55er&nberHci^en in ber 3)ifferen« 
tialre^nung, unb ba« 3^<^cn d blöd pr Unterf (Reibung ber ton 
Sotmanberungen l^errü^renben S er t ff Säuberungen bient. — 3n ber £(at 

ip: 

17 ^^A 

todter ni(^tö, ald ber na^ ber Siegel: 

dü=SF.V=F.dV (ß) 

ttan«fomiirte 2(u«bru(l ton («). — 
Senn alfo: 

P, unb bie j^otal Variation du gefugt toirb; fo l^at man }unä^ft na^ :r|, 
«^ . . . gu bifferenjiren, inbem au^ uj, «2, . . • aU Functionen ton «,, 
«i, ... in öetra^t gebogen »erben — unb bann nod^ nad^ ni, 112, . . ., inbem 
biefe Functionen Uc9 aU einfadf^e tnbe^enbente S3eränbcrHd^e be* 
(anbeltunb il^re unenblid^ fleinen SBariationen jur Unterfd^eibung mit 
^hi^»2* . . be}ei(^net n)erben, toeU fte ton gormänberungen ^errüf^ren; 



12 

8. 3laäft>m toxx fo bie attgemeinen 3ttnbamenta(f&t^ 
ber 93artattcndred^nung aufgefteOt ffaim, gelten totx junSd^ft ju bot 
Derfd^iebenen SaUen über, auf toetd^e |ene @ä^e Bei bem gegentoäxti^ 
gen ©tanbe ber motl^emattfd^en unb |)l^Vftfaßfd^en SBtffenfd^often o»» 
getoanbt »erben lönnen — namiiä) ju ben gälten, ö)o bie guncti^ 
nen burd^ bie ^roceffe ber Differentiation unb 3ntegratio« 
audeinanber l^ergeleitet toorben, — 



aber im (Eaicul bennod^ ftet9 aU unenbli^ flettte Sertl^dänbeningfli 
gebaut »erben muffen — unb enblid^ fmb bie au«brft(fc toon: 

nodf nadf ber Stegel (ß) )u trandformtren. — Wlan hxanäfi a(fo nur gan| 
fa(^ ben ^Regeln ber ^ifferentialre^nung in ben (etreffenben SSIIci 
^u folgen, inbem man bie )>rtmiti^en ober inbe^ enbenten guncticac|'] 
einmal aU Functionen ber in il^nen )}orfommenben inbe)>enbenten l^erSt» 
berltd^en unb bann felbfi Bio« aU unabl^Sngtge $eränber(t(^e Be* 
^anbelt, im letzten ^aUt aber il^re unenblid^ fleinen Variationen mttl 
fcejci^net — unb cnblid^ na^ ber SÄegel 0^) traneformirt. — 

findf erlEfedet and (a) bie SBal^rlEfeit bed ^runbfa^e« in 9hr. 6 \dß 
beutUd^; benn bie in jiebem ©liebe bon (J) burd^ bie übrigen Urfad^en bc 
lüirlten Slenberungcn fmb offenbar unenblicj^ fleine trögen l^öljferer Orbnun* 
gen, bie gegen biefe ©lieber felbp, toel^e bon ber erjlen Orbnung jlnb, 
nid^t in 8etrad^t fommen. — @. 
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))atiatton Utr functionttt einet 3nl)(penl)enten 

Aufgabe L 

9. aJton foU bie 2:otaI)>ariation bed !£)ifferentiaIqttoticnten 

J- finben, toerm y Mod eine Function einer 3nbej>cnbcntcn x ift. 

auf(5fung* Offenbar tann fid^ ein fotd^cr Sluebrud nur auf 
Deieriei SBeife anbem — nämßd^ in golge einer S33crtl^«änbc* 
jig bcr 3nbe}>cnbenten x, unb einer gormanberung ber Function y. 
ic Xotalbariation toirb alfo nad^ftoj). l 9?r.6 burd^ bieSumme 
X öon biefen beiben Urfad^en l^errül^renben eingelnen äenbcrungen 
i«gebrü(ft. — S33enn fld^ aber bie 3nbej>cnbente x van dx an^ 
xt, inbem bie gornt ber gunction y ungeanbert bleibt; fo ift 

ic oitf^)red^enbe Äenberung bon -^ offenbar = ^»+ f • ^* ^^^ 

liotalbariation bon ^^ tpirb alfo mdf ber Scjeid^nung in 5Rr. 
t au^gebrüdtt burd^ : 

)a aber bad Dperationdf^mbol -^^ bcr ©leid^ung: 

:ttügt, fo ift offenbar : 

A d* y _ d^ *Sy 
dx* "" daf ' 

^ toemt biefer SBertl^ in (a) fubftituirt toirb; fo ergibt fid^ enbtid^: 
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d'y d'+^y df.dy 

• dif dir^^'^^ dar' 

Slnmerlung. SBtr l^abcn in 5Rr. 4 l^tnfid^tlid^ bcr Soriotfa« 
ÖM = i^(iri,a:2...) bie au^brücfßd^e Sebingung gemad^t: ba§ bfe 
Function ^ für feinen mit bcn ©ebingungen ber betreffenben änfgoBe* 
berträgüd^en SBertl^ bcr 3nbe|)enbcnten ar^ 0:2,... unenblid^ totrb, 
toa^ genügt, fo lange man e^ blo^ mit ber ijunction felbft ju Üfm 
^(xt — äßenn aber aud^ abgeleitete Functionen ber urf|)rünglt^ett 
Function in Setrad^t gejogcn tocrbcn muffen, fo muffen aud^ bic Sfß^ 
lid^ abgeleiteten Functionen bon ^ für aWt guläffigen SBertl^e ber 3||| 
bej)enbenten enblid^ bleiben. — SBenn alfo in (4) in 9h:. 7 borau^=* 
gefegt ift, bag in: 

Ä. F. 9 = F. t^ = iF. ^, 

bie Function F . ^/^ für feinen mit ben Sebingungen ber Aufgabe ber* 
trägtid^en äßertl^ ber 3nbe))enbenten 0:1,0:2, ... unenblid^ toirb; f0 
mug in bem gegenwärtigen F^Kc, too bloö eine 3nbet>enbente x bor* 
fommt, in: 

bie Fitnction ^ bon einer fold^en %t>xm angenommen toerben: bat 

— ^~-für alte juläffigen äßerti^e bon x enblid^ bleibt — toeld^e 

Semerfung namentüd^ bei ben 2lntoenbungen ber S5ariation^red^nung 
auf bie Xl^eorie ber SIÄafima unb SIÄini ma bon l^ol^er SBid^tig* 
feit tft. — 

aufgäbe IL 
10. "SSlan foü bie Xotalbariation D . Y bon: 



—Jy^^y^ dx' dx' '•••• dx-)' 



finben, too f alfo eine beftimmte Function bon x, y unb ben n er* 
ften !l)ifferentiaIquotienten bon y ift — 

2luflöfung. !Ciefer FaÄ gehört offenbar unter (5) in 5«r. 7, 
unb bie Sluflöfung ergibt fid^ fofort, toenn man bic 3nbet)enbenten 
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auf eine rcbuctrt, unb t*i = y, w.^ = * , . . . . feftt — SDBirb ferner 
|nr Xbturjnng gefegt: 

dx' dy' ^ dyj ^ fy d. ?* 

' dx * dx^ * dar* 

SBb fubftUutrt, fo erl^ält man: 

+ i»«,+p,«, *+P.«. g+to.+P.«. ^i 

ober toenn für: 



dar '"•«&:« '••••"• da- ' 
i^ie na^ba vori^ergel^enbm 92r. beftbmnten SSJert^e gefe^ tDcrben: 

+»«, + P.^+P,iy«+*c.+P.^, 

0)0 in ber SSariotton dy = t^a: nad^ ber Slnmer&tnfl in 5Rr. 9 bie 
Snnctbn ^a; bon fotd^er Sorm ongenonunen tperben mn§: bag tpeber 
fic fclbft, nod^ irgenb einer i^rer n erften ©ifferentiatquotienten für 
ttgcnb einen mit ben Sebingnngen ber Slufgabe üerträglid^en SBertl^ 
i)on X nnenblid^ toirb. — 

ättfgabe IIL 
11. SWan foü bie Xotalbariation bon: 

ift, finben, — 






8 

fo tft offenbar: 

^ du . i du ' , ^ , du ^ , » 

too Äw nad^ bcm m SJlr. 5 angegcBenen S5erfal^ren ju beftimmen ift 
(4.) g« fei: 

eine bertijirte Function, totldft. ber Sebtngnng: 

genügt; fo ift nad^ 5Rr. 5: 

öw = F. t^ = F. Äy, 

_ du . , du ^ , ^ , dfi/ - 1 •, • 

Du = ^— . dxi + ^ — . dxo + &C.+ -3 — . dxn + F . 00p . 

(5.) gö fei: 

V = f (a?i, a?2> ♦ • ♦ ♦ ^1^ M2 ♦ • ♦ •) ; 

eine beftimmte Function ber inbe})enbenten SSeränberlid^en xi,X2*** 
unb ber unbeftimmten Functionen wi, i/o, •.. einiger, ober attcr 
biefer 3nbej)enbenten, unb e^ loerbe bie S^otalbariation DF bon V 
gefud^t — 3n biefem gatte fann V offenbar bariiren, fotool^I in 
Folge ber äß er tl^ Säuberung einer, ober mel^rerer ber 3nbe|>enbentcn 
Xi, X2,*.*, ate in Folge einer gormänberung einer /ober mei^rerer 
ber Functionen wi, t/o> • ♦ • 

SBenn fid^ j. S. .ti änbert, toäl^renb atte übrigen ®rö§en mt* 
geänbert bleiben; fo ift bie entf})red^enbe SSlenberung bon V offenbar: 

(dV dV duj^ d^ 

\dXi dui dxi du2 dxi ) 

gbcnfo in Sejug auf x^ : 

\dxci "" dux * dX2 du2 * dX2 / * ' 

unb f. f. für bie übrigen 3nbe})enbenten» — 



Xenbert ^6f kodter bie gortn ber Smtction ui, toSl^renb aät 
anbent @r9feti conftant bleiben ; fo ift bie entf)>rec^enbe Sieitbenmg 
t)on V ate einer Function bon wi offenbar: 

toett ^ = ^ ift, unb äbnttd&e ©lieber »erben burd^ bie gormon:' 

dui dui 

berungen bon U2, u^,..* eingefäl^rt, fo bag bie Zotatt^ariotion ift: 

^ ,, ^dV . dV dui . dV du2 t X \ . 



+(£+*- )^- 



dV 

+ &€• 

^ dui dUi 

loäl^renb bie eigenttid^e ä$ariation audgebrudtt toirb burd^: 

dui du-i 

(60 gnbtid^ toerbe bie SSoriation DJ7 oon 17= F. y gefud^t, 
too: 

y= fdxjy X2 • • * • t<i> ti2 • • . ♦)> 

unb F ein D|)eration«f^mbot ift, toeld^e« ber ©ebingung : 

F.qp+F,9i=F(9 -f-9i) 

gcnfiflt- 

SBir tpollen toieber toie borl^in berfal^ren, inbem tpir fucceffiDc 
bie einjelnen SSariationen beftinimen, toeld^e oan^ ben Slenberungen ber 
Derfd^iebenen in ü entl^altenen öeränberß^en ©emente entf))ringen, — 
Da Feine beftimmte gunction bon xi^Xi,.... unb t/|,w2;...» 
ift, fo ift ftar, bag V, fo (ange bie gormen ber Functionen uj ,W2.^. 
ungeanbert bleiben, aud^ eine beftimmte t$unction ber 3nbe))en:* 
bcnten xi,X2,.... ift, unb ba F eine beftimmte D^jeration anbeu* 
t<d) fo ift aud^ Ü eine beftimmte Function bon Xi,xt,*.. äBenn 

1* 
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fiäf olfo Xi aiUin fobert, loäl^renb aQe übrigen in ü entl^altenen 
(Sfemente conftant bteitoi; fo ift bte entf))reci^enbe Slenberung bon 
ü offenbar: 

dx, • "^^^ 

too ^ ben bollftänbigen S)ifferenttaIquoticnten bon Ü nad) Xi 

bebeutet — unb al^nfid^e ©lieber loerben burd^ bie äenberung bon 
a?2, a?8, ••. eingefül^rt. — gd bleibt alfo btoö nod^ übrig, bie eigent* 
lid^c S5ariation ju finben, b. 1^. bie, toeld^e bon ber gormänbermtg 
ber Functionen u^, W2, • . • l^errül^rt* — SSeim erften Slnblid lönntc 
e6 fc^einen, ba§ bie bon irgenb einer Slenberung bon u^ l^errfil^renbe 
Slenberung in U toieber burd^ : 

dU . 

auögebrüdft toerbe, toa€ rid^tig toäre, toenn U eine gunction bon «i 
in b*em getoBl^nlid^en ©inne beö Söorte^, b. 1^. eine OrB^^ toore, 
beren SBertl^ bon bem SBcrtl^e bon wi abl^ängt S)ie SSejtel^unfl 
jioifd^en U unb wi ift aber bloö eine ber gor m unb nid^t ber@r86e 
(beö SBertl^e«), unb man lann beöl^alb nid^t mel^r bei^au^ten: ba| 
bie ber ^enberung bon ui entf))red^enbe Slenberung bon U ivxäf : 

dü . 

dui 

au«gebrüdft toirb» — Obgteid^ aber Ü leine Function im getoöl^nli* 
d^en ©inne bon ui ift, fo ift U toäf eine bon ui beribirte ober 
abl^angige gunction bon u^] benn bie gornt bon U ift offenbar 
abl^ängig bon ber bon V, toeld^e felbft bon ber bon ui abl^ängt 
SBegen ü=:F. V ift nad^ 9te. 5 aber öÜ=F.8V, unb nad^ (5) 

ift: 

dV= ^ 8ut + ^8u2+&c., 
dui ' du2 

mäffxn koirb ber bon ber gorntänberung bon ui ^errül^renbe Zf)di 
bon du audgebrüdb burd^: 



unb enbßd^ bie S:ota(i>ariatton bon U burd^: 

axi 0X2 

■ U) 

9lu6 biefem gatte fielet man: ba§ man bei äntoenbung ber Siegeln 
ber ©ifferentialred^nung avi\ gäüc, too bie Betrad^tete Variation bon 
gorntänberungen bon Functionen i^errüi^rt, borfi^tig fein mu§. — *) 



*) ^u^ l^ier tfi 1/ ald eine Function ton »1, »1, ... ^u betrad^ten, 
ttjeil ber 2öertlS> t)on 1/ i)on bcn Sertl^cn J?on «1, «2, • . • öB^^Sngt — unb 
biefe legten Sertl^e i)on ben gormen i)0n »1, «2, . . . bc^jenbiren, fo baß 
jt^ alfo ber So er tl^ öon a änbert, toenn fid^ aud^ nur bie götmcn i)on 
«1. «2. • . . änbern. — (S« ifl bcöl^alb attcrbingö bie toon di»| ^errül^rcnbc 2(en^ 
berung bcö ü: 

unb ebenfo in ^Scjiel^ung auf »|, . . , xotxX »i, «2» • • • M^r ganj btefetbc 9lotte 
f^)iclcn, lüic bie inbc^enbcnt en S$cränbcrU^cn in ber ^iffcrcn* 
tialre^nung, unb ba« 3^<^cn d blod )ur Unterfd^eibung ber t)on 
gormänberungen l^errül^renben ScrtMänbcrungen bient. — 3n ber £(>at 

ip: 

njeiter ni(^t«, al« ber na^ ber Siegel: 

transformirtc Sluöbrud toon («). — 
Senn alfo: 

jl, unb bie j^otaltoariation du gefugt toirb; fo l^at man junäd^fl nad^ *i, 
*«,... ju biffercnjiren, inbem au^ ni, «2> • • • <i^^ gunctionen i)on «,, 
X2, . . . in 53etrad^t gejogen »erben — unb bann noä) m6) ui^uj, . . .,inbcm 
biefe gunctionen Uc9 aU einfädle inbe^enbentc Sßeränberüd^c 6c* 
l^anbcltunb il^re unenblid^ f leinen Sßariationen jur Unterfd^eibung mit 
dut, Su2, . . beaeic^nct »erben, »eU ftc i3on gormäubcrungen ^erriH^rcn; 
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8. ^iad^bem tutr fo bie aKgemeinen ^unb amentatfä^e 
ber SSariotiondred^nung aufgefteOt ^aim, gelten totr junSd^ft ju ben 
))erfd^iebenen SäQen über, auf tpetd^e Jene ®% Bei bem gegentoärti^ 
gen ©tanbe ber motl^ematifd^en unb ^jl^^fifolifd^en SBiffenfd^aften an^ 
getoanbt »erben Ißnnen — näntlid^ ju ben Sollen, too bie gunctio* 
nen burd^ bie ^roceffe ber Differentiation unb Integration 
audeinanber l^ergeteitet toorben, — 



aber im (Eaicul bennod^ fiet9 al9 unenbli^ fletne Sertl^dSnberungen 
gebaut »erben muffen — unb enblid^ ftnb bie audbrftde ton: 

iu ^ SU j, 

no^ mäf ber Stegel (ß) )U trandformtren. — Wlan (rau^t alfo nur Qani ein» 
fadj ben Siegeln ber Differentialrechnung in ben betreffenben gaUen 
p folgen, tnbem man bie ^rimititen ober inbe^ enbenten Sunctionea 
einmal aU Functionen ber in il^nen Dorfommenben inbe)>enbenten 8erSn« 
berltd^en unb bann felbfi Uo9 aU unabl^ängtge ^eränberlid^e be* 
l^anbelt, im letzten ^a\lt aber il^re unenbU(^ fleineu Variationen mit ^ 
bejeid^net — unb enblid^ nad^ ber SRcgel 0^) trandformirt. — 

fiudf erlSfelCct ans (a) bie SBal^rl^eit be« ©runbfafteö in ^x. 6 fe^r 
beutUd^; benn bie in jiebem ©liebe )}on (J) burd^ bie übrigen Urfac^en U» 
lütrften Slenberungen finb offenbar unenblid^ flcine ©rtfgen b oberer Orbnun^ 
gen, bie gegen biefe ©lieber felbp, totlöft ijon ber erjlen Orbnung finb, 
nid^t in 8etrad^t fommen. — @. 
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Swetted Stapittl 

ilariatton Her functionttt tinet Snitftnitnitn 

Slufgabc L 

9- fOlan foü bic SCotalöoriotion be« !CiffercntiaIquoticnten 

-rj- finben, tpcrm y Mod ctne Function einer 3nbe})enbenten x ift 

Sluftöfung» Offenbar fann fid^ ein fold^cr Slu^brud nur auf 

jtoetcrlci SBeife änbem — nämltd^ in golge einer SBertl^öänbe* 

rung ber 3nbe}>enbenten x, unb einer gormänberung ber gunction y. 

5Die Sotalbariotion toirb alfo nad^^aj). 1 9h:. 6 burd^ bie®umme 

ber Don biefen beiben Urfad^en l^errül^renben eingelnen Slenberungen 

au^gebrüdt. — SBenn ftd^ aber bie 3nbe}>enbente a: um da: an* 

bert, inbem bie gorm ber gunction y ungeänbert bleibt; fo ift 

ff* 11 rf*" 11 

bic entf|)redbenbe Äenberung Don -r^ offenbar = ^ .^ . dx. 5Die 

dxr oa? ■''* 

2;otaIöariation bon -r^ toirb alfo nad^ ber Scjeid^nung in 5Rr* 

6 oudgebrfidtt burd^: 

©a aber bad Dperationdfijmbol -^;;^ ber ©leid^ung: 
genfigt, fo ift offenbar : 

A d** y ^ d^ .dy 
dar" ~" da:* ' 

unb kDemt biefer SBertl^ in (a) fubftituirt toirb; fo ergibt fid^ enbtid^: 
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d^ ^[y dr.dy 

^- dai- dit^^ ' "^ '^ dar • 

Slnmerlung. Str l^aben in SRr. 4 l^inftd^tßd^ bcr Variation 
Öu = t^(a:i,ar2...) bic auöbrüdfid^c Sebingung gemad^t: baß bie 
Function ^ für leinen mit ben Sebingungen ber betreffenbett äufgoJc 
t)crträgüc^en SBertl^ ber 3nbej3cnbenten Xi, x^,.** unenbfid^ tohcb, 
toad genügt, fo fange man ed blod mit ber ijnnction fetbft ju tl^un 
l^at. — SBenn aber and^ abgeleitete Functionen ber urf<)rüngti(^cn 
Function in SSetrac^t gejogen toerbcn muffen, fo muffen aud^ bie äl^n^ 
lid^ abgeleiteten Functionen i)on ^ für aWt gutäffigen SBert^e ber 3l^ 
be^)enbenten enbtid^ bleiben, — SBenn atfo in (4) in 5Rr. 7 t)orau^== 
gefegt ift, baß in: 

Ä . F. g) = -F. »^ = iF. ^, 

bie Function F . t/; für leinen mit ben Sebingungen ber Slufgabe t)er^ 
trägtid^en SBertl^ ber 3nbe^)enbenten a:i,a:o,.,. unenbßd^ toirb; fo 
muß in bem gegenwärtigen ^Ci\it, too btod eine ^nbepenbente x t>or* 
fommt, in: 

bie t^unctton ^ bon einer fold^en %oxm angenommen toerben: ba| 

-^^^-für oUe iuläffigen SBert^e ben x enbtid^ Meibt — toeld^e 

SBemerlung namentüd^ bei ben Slntoenbungen ber SBariation^red^nung 
auf bie JCl^eorie ber 3Äafima unb 3Äinima i)on l^ol^er SBid^tig* 
feit ift. — 

Aufgabe IL 
10. 3Äan foK bie STotatbariation D • F bon: 

V-f(xv ^- -^ ^^^ 

' V '*' dx' dx' ^•••* dx-J' 

finben, loo f alfo eine beftimmte Function bon x, y unb ben n er^ 
ften ÜDifferentialquotienten i)on y ift — 

aufißfung. SDiefer Faß gehört offenbar unter (5) in 5Rr. 7, 
unb bie aufißfung ergibt fid^ fofort, loenn man bie 3nbej>enbettte« 



f 
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auf eine tebuctrt, unb ui=y, «fj = ?^ , fe^t. — SBttb ferner 

gut Sftfiirjtmg gcfcftt: 



da:'^' dy'-' d.^ d.-^- d ^' 

' dar * da:' ' da^ 

unb fubftituirt, fo er^U man: 

+ W,+P.«. *+P,«. g+Sc + P.J. ^i 



ober toenn f&r: 






da;' 'dar« ' da:» ' 

ii^re no^ber bor^ergel^enben ^. befttnmtten SBertl^e gefegt toerben: 

too in bcr 35artatton % = vlfx nad^ ber Sfamterlung in 5Kr* 9 bic 
gmiction ^x bon fold^er gorm angenommen toerben mn|: ba| toeber 
fic feibft, nod^ irgenb einer ii^rer n erften ÜDifferentiafquotienten für 
irgenb einen mit ben Sebingungcn ber Slufgabe i^erträgtid^en SBertl^ 
bon X nncnblid^ toirb. — 

Slnfgabe IIL 
!!• SKan foü bie 2^o ta tbariation bon: 



J *€ 



^ydar,n,0F = r(a:,2,,J:,....-^:![-) 



ift^ ffaiben. 



16 

Slufföfung. 35er Sertl^ eine« beftmmtten integrale« lonn 
fid^ auf brei tjerfd^iebene Arten änbem — nämtid^: i, in gotge d^ 
ner äenberung ber obern ®renge Xi — 2, in golge einer fold^ 
ber untern ®renge xq — unb 3, in gotge einer gormänberung 
ber ju integrirenben gunctiom — *) !Die S^otafbariotion ift toleber 
bie ©umme ber ^artiatbariationen. — g« fei Vi ber ©crtl^ boö 
y an ber obern ®renje, unb dxi ba« Sncrement ber tefetem, in* 
bem bie gorm ber Function V ungeänbert bleibt; fo ift bic ent* 
fpred^enbe 2lenberung bon U offenbar = Fi dx^ . — ßbenfo, toerra 
bie untere (Srenje xq ba« 3ncrentent dxo erl^ätt; fo ift bo« cnt* 
fpred^enbe 3ncrentent bon V gteid^' — Vq dxo, too Vq ben ©erJJ 
i)on F an ber untern ®renje begeid^net. — SDemnad^ ift: 

D.U= Vidxi - Vodxo+d. r* Vdx, 

J »o 

fo ba| nur nod^ bie i)on einer gormänberung bon V l^crrül^renbe 
^artialbariation ö i * Vdx ju beftimmen ift — 5Da aber ba« 
S5t>eration«f^mbol J* ber SJebingung : 

F,(p + F.(pi = F. (9 + g?,), 
genügt, fo ift nad^ 5Rr. 5 ^ap. 1 : 



ä. \ Vdx= r^ dV.dx, 



unb ba V eine beftimmte Function bon x, y, --, ~^y &c. iftj 
fo lann fid^ bie gorm bon V nur in golge einer gormfinbenmj 



*) SWan :|)f(egt bei ber Slbleitung ber SSariation eine« Bepimmtcn 3«te« 
grateö aud^ ber 3nbe^enbenten x ein 3ncrement beizulegen ; ba aber biefc ®r3§e 
in bem ©nbrefultate ni(]^t ijorfommt, tt)etd^e8 nur ijon ben Sertl^en ber ®ren* 
Jen unb ber gorm ber gu integrirenben gunctton abl^ängt; fo fann offenbar in 
bem ^u«bru(fe ber !£ota Variation fein ©Heb i)or!ommen, toetd^e« öon bem 
3ncremente ber Snbe^enbenten abklängt, ba« rjon ben 3ncrementen il^rer ^ren}^ 
toert^c toerfc^teben tfl. — Senn alfo ber Snbe^enbenten bocä^ ein 3ncrement 
ert^et(t n)trb, fo mug ber (Soefficient beffelben unter ben 3ntegrat)ei(i^en bon 
felbfi i)erfd^tt)inben. 
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ber f$mtction y finbent — !t)eir ^Skxt^ bon 8V ift a(fo nad^ bet 
borl^crgcl^cnbcn Slufgabc: 

unb folgßd^: 

»deiner äu^brud burd^ tl^eittocife Integration tote folgt tran^for* 
mvd »erben fann. g« ift offenbar: 

too C^iÄy)i> (Aöy)o refp. bie SBertl^e bon PiSy an ber obern nnb 
untern ©renje bebeuten. — 
gbenfo ift: 

ober tt)enn ba« tefete ®Iieb ttjetter integrirt toirb: 

/ ddif dP^. \ /,, döy dF, j, \ , p« d'^P.. ^ 



ffienn ba« ®Iteb: 



i:"-^-' 



einer nmaßgen tl^etttpetfen Integration untergogen toirb, fo ergibt 
fid^ e^enfo: 
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©erben attbatm bfe Soeffidcnten bon: 



^yi>(AS)^ &c.. 



\ dx Ji 
t)ercmigt, fo finbet man: 



+('^-f^+*«),(^).-<^'-*«-^(^). 

+ &C. 



unb enbßd^: 

Vdx =■ Vi dXi — Vo dxo 

xO 



-/; 



+ (P.-*c.>,(^')-„..-*c.,.(^X 

12. ÜDiefer Sludbrud befielet, toie man fielet, au^ brci toefent^ 
Ud^ »erfd^iebenen Sitten Don®ßebem — nämtid^: i, an^ ben ©liebem: 

Vi dxi — Fo dxQy 

ipeld^e t)on ber gormanbernng ber gunction V gang nnabl^ängig 
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finb, unb nur bon ber Slenberung ber ©reuien abi^ängen; 2, an^ 
ben ©liebern: 

CPi — &c.)i iyi — &c., 

toeld^e üon ber gormänberung ber Function, aber nid^t für ieben 
SBert^bonor, fonbcrn bto^für bie ©renjtDertl^e biefer 3nbe}3enben^ 
ten, abl^ängen; unb 3, au« ben ©liebern unter beut Sntegrafgeid^en, 
nctmßd^ : 



JH^-^-^'^^'h-'^' 



tx>dä)t »on ber att gern einen gormänberung ber Function abpngig 
finb, — 5Diefer toefentlid^e Unterfd^ieb erl^eüct am beutUd^ften, toenn 
man fid^ erinnert: baß dy=iilfx ift. — >Denn atebann fielet man: 
i, bag ber 2öert^ ber erften Slrt bon ©liebem bon ber gorm ber 
Function t^ gang unabl^ängig ift; 2, baß e« gur SSeftimmung 
be^SBertl^e« ber ©lieber ber jtoeiten 5lrt nid^t niStl^ig ift, bie gorm 
ber Function ^a: ju beftimmcn, fonbern bloö bie SBertl^e, toeld;e 
biefe gunction unb il^re n — 1 erften ^Diffcrentialquotienten an ben 
©renjen l^aben; unb 3, baß ber Söertl^ be« ©liebe«: 



J ^0 ^ 



dPi 

dx 



+ &c. j3y . dx 



bon ber gorm ber Function ^ abl;ängig ift, unb nid^t beftimmt toer=^ 
ben fann, fo lange biefe gorm toilKürlic^ bleibt — 

Slufgabe IV. 

» 

13. SKan foll bie Sotatbariation bon Vdx finben, toenn: 

J ro 



V = f]x,y, 



dx '" dx* 



ift, b. ff. bie ©renjtoert^c belieWg bieler ber ®v'6^mx,y,^ß- 

dx 

cntl^äü. — 

5luflöfung. S)a Xi, y^ unb xo, yo burd^ biefclbe allgemeine 
JRelatiim mit ctnanbcr berbunben finb, tDie x, y] fo ift flar: baß fid^ 



20 



ba« 3ntegrat ( Vdx nur auf bic in bcr borJ^ergd^enbcn 3(ufgab€ 

naml^aft gcmad^tcu brci SBeifen önbcm laun. — SBcnn nun x^ M 
3ncrenicnt dxi bcfommt, inbcm bic ^oxm ber Function y ungeanbert 
bleibt; fo ift bcr cntft)rcci^cnbc 3wti>acl^^ bc« Sntcgratc«: 

ÜDc^gtcid^en, u>cnn xo ba« 3ncrcmcnt dxo erl^ätt, fo ift bie cntfjnrc- 
d(ienbc Slcnbcmng bc^ 3ntcgrafc^: 

|-»-^/::(S+i;-a*).+,"f5-(m+*«>j*, 

Slcnbert fid^ enbfid(i bie gorm ber gunction y, inbem fonft aüc« un^ 
geänbert bleibt; fo ift bic 2lenberung be^ Sntegrafe« offenbar: 

.r^ \dX Ji 

©efet man nun : 

dF dV dV 

dxi dyi ^ /dy\ 

dV dV dV - 



dU=- 




''^==^5^^^«=^^^*'= 



\dx Jq 



d 



integrirt toieber tl^citocife, toie früher, unb fa§t aße^ xufammcn; fo 
erl^äü mm afö bie berfangte 2^otatbariation: 
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+{(P,-&c.).+J\d.}(f)-|(P.-&c.)o-J\o<^.j(f)^ 

2lufgabe V. 
14. Die ZotalMxxation »on ü^ i ^ Vdx in finben, toenn: 

ift, unb y, z unbefttmntte Functionen bon a: fiub. — 

SluftSfung. S)er SBert^ biefeö Sntegrateö fann \iäf änbem: 
1, burd^ eine Slenberung bon Xij 2, burd^ eine .fotc^e bon aro? 
3, burd^ eine gormänberung ber gunction y, unb i, burd^ eine 
^old)t ber Function z. — 5E)ie Jotatbariation toirb toieber gefunben, 
tuenn man bie ©untme ber bon biefen einjelnen Urfad(ien l^errül^ren* 
bcn ^artiatbariationen bitbet. — ®efet man toieber: 



dx' dy' ''- ^ ^ '*' d ^^' 

■<fa; * dr" 



unb: 






«te * da:" 
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fo ergibt \iö) auf äi^nltd^e SKeife, toie in 2lufg. IIL bag man i)at: 

DU— Fi^Ti ~ VodXo 

+(''.-§+*«•)/»■-('■■- ^ + *'•)> 

+ («-&«,.(-^«),-Cft-&c.,.(*X 

+(p.£^0,-(''-£^). 

+ &C, 

Sßenn V mcl^r atö jlvei unbeftimnite gunctioueu entl^ätt, fo tottb 
in ben Sluöbrud üon 8U ober DZ/ burd; jebe biefer gunctiouen eine 
JRei^e bou ©liebem eingefül^rt, n)e(d;e Don ben SSariationen biefer 
guncrtouen abhängen unb bcnen in Slufg, IIL öt;nüc^ finb. — älud^ 

bleiben biefe Slu^brüde güttig^ bie Functionen y, %, mögen bon 

einanber unabhängig, ober burd^ eine ober mel^rere ©leid^ungen mit 
einanber »erlnüt)ft fein. — 

Slufgabe VL 
15, ®ie 35ariation bon C7= | "^^ Vdx, ju finben, n^enn: 
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ift, unb bie Functionen y, z burd^ bie ©leid^ung X = 0, iDCld^e eine 
j)ifferentialgteid^ung fein lann, ober nid^t, mit einanber tjerbunben 
finb. — 

Stuflöfung- 5Der in Aufgabe V erl^altenc Hu^brud ift ani^ 
auf ben ie^igen gaö antoenbbar, u>eil bie ärt ber 2lbteitung beffelben 
gang unabl^öngig babon ift: ob bie ©rö^en dy, dz i)on einanber ab^ 
gängig, ober unabl^ängig finb* — !J)a eö aber für bie Slnloenbungen 
ber SSariation^red^nung burd^au« notl^tocnbig ift, ba§ öy, dz ate 
toirllid^ inbe))enbent i)on einanber angefei^en toerben fßnnen; fo 
uiug ber in Stufg. V erhaltene Slu^brudE getoiffen 2ßobificationen un^ 
tertoorfen loerben, el^e man Slntoenbung baoon mad^en lann, — SBenn 
bie ©teid^ung X = für eine ber Functionen y ober z aufgeßft loer^^ 

ben fann, fo ba§ j» 33. ein JRefuttat bon ber gorm z = f(x,y, ^ .,,A 

erl^atten toirb; fo ISnnen bie ®rß§en: 

dz d'^z d'^z 

dx ^ dx'^ * * * * daf" ' 

offenbar burd^ blo^eö ÜDifferenjiren gefunben toerben, unb toenn atö= 
bann bie fo gefunbencn SBert^e in V fubftituirt loerben; fo toirb 

bicfe ®rö|e eine bfogc Function bon a:, y, ^ , . • • unb bie 35aria^ 

tion bon V loirb toie in 2lufg- III gefunben. — 5Da aber bie ©lei^* 
d^ung X = im Slügemeinen eine ni^t integrirbare 5Differentiatgtei:== 
d^ung ift, fo ift biefe« SSerfal^ren fetten anloenbbar, unb be^^alb jur 
SJefcitignng ber ©d^loierigfeit ein anberer S33eg einjuf dalagen. — ia^ 
g ränge l^at gu biefem SSel^uf ein SSerfa^ren gefunben, tooDon ba^ 
^rind}) l^ier bortäufig lurj angegeben loerben foß, inbem loir bie 
looöftönbige Slu^einanberfe^ung beffetben bi^ gu ben Slntoenbungen ber 
aSariation^red^nung auf bie Sll^eorie ber äJiajima unb äKinima 
üerf))arcr. gür ie^t genügt e^, gu geigen: bag man burd^ biefe« 
gagrange'fd^e SSerfal^ren einen Slu^brudE für S^Vdx eri^äü, loorin 
nur eine ber SSariationen dy ober dz unter bem Sntegralgeid^en bor== 
fommt — 

16. aÄan fefee: 
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dL - dL dL a_ 

da; dx'* 

fo mu§ man, ba nad^ ber 93orau«fcfeung bic ©tctd^ung X = für 
atte bei ber jiebe^maligen Unterfud^ung jufäffigen gormcn bcr gunc* 
tionen y^ z ftattfinben mxx^, offenbar l^aben 3X = 0, ober: 

S33enn biefe ®fetc^ung integrirt tocrben fann, fo ergibt fid^ barau« 
eine ber (Sröfen dy, 6z atö Function ber anbem, j* 33. dz ate 

Function bon 8y, fo t>a| fid^ bie ®^'^^^^-jry ~t~t^*** ^^^ '^^^ 

§e« IDiffercnjiren atö Functionen bonSy, -^, ergeben, unb 

toenn biefe SBertl^e at^bann in ben in 5lnfg. V für dZ7 gefunbencn 
2lu^brucf fubftituirt toerben; fo enthält berfelbe nur nod^ bfe eine 

toiöfürlid^e 35ariation 8y unb beren !DifferentiaIquotienten -^, 'jz^>** 

3n biefent gaUe l^at atöban» ber 2lu«brucf )ooxi8U bie gel^Srige gorm 
unb unfere 5lufgabe ift i)oöftänbig geWft. — 

!J)a jiebod^ bie ©(eid^ung (^1) feiten integrirt toerben fann, fo ift 
biefe« 35erfa]^ren im 2lllgemeinen unbraud^bar. — Slbbirt man aber 
ju bem Sludbrudfe: 

bie mit einem unbeftimmtcn gactor l muItt^jUcirte ßn!e ©eitc ber 
©leid^ung (^1), fo er^ätt man: 



25 - 

+(iV+i«')a«+(i*.+M')^ 

+ &C. 

unb ^tentad^ tvhrb bet Sbt^brud ffir iü offmibor: 



c/^2\ ,.-»1 I ^ / « N /döz'' 



+ (F, + V - &c.). C£)-iP^ + ¥ - &c.)o (f )^ 

®iü man nun für ÄÜ einen älu^brud l^aben, toorin nur eine ber 
toiöffirüd^en SSariationen Sy ober dz unter bcm antegrafjeici^en bor* 
tottunt; fo lann fold^e^ mittetft be« unbeftintmten g^^ctor^ A gefd^e^en. 
— !Ccnn ntnnnt man benfetben fo an, ba§ ber ©leid^ung: 

®enüge gefd^icl^t, fo loirb ber Sludbrucf für du unabhängig bon 
d%y unb toenn man biefen gactor fo annimmt, ba§ ber ®fcici(^ung: 

2* 
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(US 

genügt iDirb; fo toirb ber SUt^brurf für iü unabl^ängig Don *y. 
SBir tDoQen biefed 93erfal^ren nun auf einige @df))id(e ontDenben« 

KufgaBe Vn. 

17. !Die 2:otaIbariation bon U= l ' Vdx ju pnben, tocnn: 

unb: 

ift- 

Kttftöfung. HKan fe|e toieber: 
^ dV „ dF „ dy „ - 



unb: 



rft? dv dv _ 

o. — 



da? 
fenier: 

fo toirb bie @teid^ung: 

X = 
in biefem gaUe: 

«-d^ = 05 
unb folgßd^ ift: 

a=v, ß = ni, y = %,&c. a'c=0, /J*«-— 1, y' = 0,&c. 
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@e^t tnoti biefe äBertl^ ht ben in Sbtfg« VI gefunbenen aUgementen 
Sbtdbrttd Don dü, fo erl^&It man: 



_ 




+ (P. + ^ - &C.)l ( ^) - (Pi + ^«2 - &C.)o (^\ 

e« (endetet ein: ba§ toegcn P'j = 0, ^2 = 0, • . • . leine ©lieber 

mit (-^^ '{~d^^ '••* ^^^^^"^^" Wnnen, fo toie: ba§ bie 2:o* 

tatDotiotion DU erl^aßen toirb, toenn man V^äxi — V^dx^ jn bcm 
Dorl^ergel^enben ätnÄrude abbirt — 

Um biefen Sln^brud auf einen anbem ju bringen, toorin nur 
eine toittfürüd^e 35ariation iy unter bem 3ntegratxeid^en borlommt, 
brandet man X nur fo anjunel^men: ba§ ber ©(eid^ung: 

* dx 

genügt n)irb, n)orau9 folgt: 

X=—^N*dx = %. 

©ubftltuirt man biefen SGBertl^ unb abbirt V^äxi — Vodxoy fo er^^ 
gibt fid^ enbHd^: 
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+ ('^^ + '«^ - &«')i {^\ - C^^ + ••«» - &«-)o ($), 






SBenn Y eine Function t)on: 

toöre, fo toürbe bie ©teid^ung: 

X = 

offenbar : 

nnb man fielet feid^t ein, ba| ber ßoefficient Don 3z unter bcm 3ntc=« 
araheid^en ift: 

!Der Slu^brud bon SU toirb fotgfid^ auf einen anbem mit nur einer 

toiafürtici^en SBariation Sy unter bem 3ntegratgeic^en gebrad^t, toenn 

man fefet: 

X^ — jpN'dxP^ij,. 

S)a ferner P'i = 0, P'o = 0, . . . . ift, fo toirb ber tefete älu^brud 
t)on DU bur^ ©ubftitution bon ip für i: 

Bü= V,dx, - Vodxo+{Pi +ipni ^^^1±J!^ +&c.^ dg, 
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.-I 



\ dxr-^ Aw«A"^V dar-» /oV«ir/o 

4-&C. 

«ufgabe Vm. 
18. £)ie SSartotion einer i^ction bon: 

ju finben, beren gönn burd^ eine 35iffercntialg(eid^unfl erfter 
Drbnung beftintntt toirb. — 

Stufte fung. <&& fei: 

'^ 'V' ^' dx ' dx^ J' 

inbcnt bie gotm bet Function f fo bef d^offen ift , bo| bet ©teid^ung : 

©enügc gefd^iel^t — Da bie (äfeid^ung X = nad^ ber SSorau^fe^ 
^ung für a((c gcrmen ber Function y ftattfinben muß, fc muß man 
bie ©(eid^ung l^aben: 

todd^C; toetm toicber gefegt toirb: 

tt = -— , ö = — -y- , &a 
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unb: 



iV'=#,,P'= ^^ 



du' ^ du 

* dx 



offenbar üBcrgel^t in: 



«<J, + /J^ + &c. + iV'«J!7 + P'^ = 0; 



ober toenn ber Äürge toegen: 



Äw = aÄ» + i3^+ &c. 



gefegt toirb: 



iV^'<Jt7+P'^ + öw = 0. 



3D?uttij)ßcirt man biefc ©leid^ung mit einem unbeftimmten gactcr l 
unb integrirt tl^eilmeife; fc ergibt fid^: 

ÜDa bic (äfeid^ung L = immer ate für — aufgeßft angenommen 

toerben fann, fo fann offenbar P' = 1 gefegt toerben, unb ba ber 
gactor unbeftimmt ift; fo lann berfelbe ftetö fo angenommen toer^ 
ben: ba§ ber ©leid^ung: 

®enüge gefd^iel^t, »orau^ folgt: 

^ierburd^ rebucirt fid^ bie ©leid^ung auf: 
ober enblid^: 

dü= — e-S^'^ S e^«''^ du. 
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Sir ffdbm \o SÜ burci^ Äy, -^ ,... Der6unben mit x, y, ^,... 

ouögebrfidt; aöctn bic gönn, unter toeld^cr bicfc SSoriaticn l^ier er^ 
fd^eint, ift gicmlid^ unbraud^bor, fo baß e^ bcffer ift, ben Sluöbrud 
8 . / Udx nad^ bem SScrfal^ren in Stufg. VI gu bd^anbeln. — 

Edlere Sotiationett« 

19. 3Bir l^aben bi^l^er in Sejug auf bic SSeränberßd^feit, ober 
Unberänberüd^feit ber gorm ber Function Äy = ^ (ari, Xz,.,,) feine 
befonbcre SSorau^fefeung geutad^t, fo ba§ bie {Rcfuttate, gu loetd^en 
toir getaugt finb, güttig bleiben, bie gorm biefer gunction mag un* 
t)eränberlid^, ober beränberlid^ fein. — SBenn g. ©. ba^ Dj)e== 
rationöf^nibol F ber Sebingung : 

F. g) + F. Vi = F. (q> + g>i), 

genügt, fo ift: 

öF. <p — F.S(p = FJt, 

bie gönn ber gunction ^ mag atö oeranberßd^, ober afö unoeräu* 
bcrlid^ angenottuuen toerben. — 35iefe« ift aber nid^t niel^r gteid^güt^ 
tig, tt)enn man bie gtoeite SSariation, b. 1^. bie 35ariation ber 
SSariation gu betrad^ten ffot — 3n bem borl^in angeffil^rten Sei^ 
f)>iele ift allgemein: 

i^F.(p=F.S^(p = F.iit, 

unb fotgüd^, loenn ^ bon uuberänbertid^er gorm toore: 

^»F. 9 = F. = 0;* 



*) 2)icfc« Slefultat ifl offenbar unrid^tig — beim barauö: baß bie 
SSartatiott ber |)rittiitiöctt ober unafcl&ängigen gunction ^ aU i)on un* 
toerSnberUii^er gorm angenommen toirb, fann ünm^\i6^ folgen: bag bie 
ikoeite Variation ber ab^ngig^n ober beribirten Function f (<p) = 
ifl — fo toenig in ber 2)ifferentia(red^nmtg ber gtoeite 2)ifferenttaIquotient 
einer Snnction besMb ^et« = ifl, h>eU bad 2)ifferenttal dx ber nnabl^än^ 
gigett SecSnberüd^ * aU conflant, ober bietmel^r aU baffetBe bei ben 
fncceffit)en Differentiationen angenommen toirb. — Die S3ariation ^on ^ 
bei ben i^ifl^ern Variationen ))on «=rF(^) aU un^eränberlid^ annel^men, 
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bcmi offenbar ift: 

F.9 = F. (9 + 0) = F, 9 + F. 0, 
a(fo: 

F. = F. 9 —F. 9 = (l 

ÜDie Utujeränbertid^Icit ber gorm bon Tf' Motten tolr nun 
int 3lttgenieinen annel^men, fo ba§ eine })rt mit ii)e (unabl^ängigc) 
gnncticn eine fofd^c ift, beten SSariaticn bcn toiUfürlid^er, aber 
unberänberüd^er gcrm ift — b. 1^. : toenn u eine t>rimitiüc 
gunction bon beliebig bielen SSeränberfid^en ift, fc tooika toir annci^* 
men, ba§ bie SSariation du fo befd^affen ift, baß ber ©leid^ung: 

ä^u — 

genügt toirb. — §ierburd^ n)irb offenbar bie Slnalogic gtoifd^en einer 
<>rinjitiben Function unb einer inbet)enbenten ^erfinberüd^en 
nod^ tjerbottftänbigt — 

aufgäbe IX. 
20. a»an fott bie gtoeitc SSoriation be^ ÜDifferentiatquotienten 
^ Pnben. - 

Sluftöfung- mä} äufg. I ift: 

niitl^in offenbar: 

l^cißt offenbar »citer nid^t«, ot« d(f> = itp für bicSSariation ber unaBl^Sngi* 
gen gunction forttöäl^renb ju nel^men, fo bag man M: 

öt; =F(<p + dq>) - F(<p) =^^— -*y = F'ifp)dq>, 

etc. etc. 

u. f. f. ^r) man Brauc^^t nnr im Bemerfen: bag bie unaBl^Sngige Sunc« 
tion (jp l^iergan) biefeti^e fRolIe f)>teU, n)ie bie nnaBl^Sngige Sl^erSnberUd^ 
X in ber 2)ifferentia(recä^nung — unb bag bie eigentli(]^en iSariatio« 
nen, obgleicä^ (le öon gormänberungen ber gunctionen l^errüjren, im(£aicttl 
bo(^ ivi\t%i aU SßertH^uberungen i^etrac^tet unb Bel^anbelt n>erben muffen, 
fo bag ft^ afied n)te in ben entf^red^enben gätten ber 2)tfferentia(re<]^nung gc 
flauet. - @. 
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aber d*y = 0, tocU y eine t)rimitii)e guncticn ift; folgKd^: 
unb enbßd^: 



Slufgabe X. 
21. 3)tc jtoeite Sariotion toon: 



-='{-^-%-'ii) 



ju finbctu 

äuflöfuttg. 5»aci^ «Ufa. n ift: 

jy_^% I dV ddi ^ _dV_d^^ 

fclgßd^: 

'rfF . \ , . / dV dSy 



>'--'&)+' HV-'^V-^ 



dx 



W>vc toegen: 



ift: 



rf'y = 0,-^2^ =0,&c. 



*(^*0 = *^2^**ä7' 
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tttib toenn man ben SBcrtl^ bcn * ♦ ^ ^^^nfo tote Sy Beftünmt; fo 
finbet mcLni 
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. dV iPV ^ . tPV ddy , ^. . d»F rf-iy 



®6enfo ift: 



dF dJy \_ dJy » 



dF 



dx I dx 



unb: 



jy <?'F , , d«F 



-j- -....S-"+/'7äY+'^ 



'■% "»«•t (^- 



&c. = &c., 
atfo enbßd^: 

dx) 



dy^ j, ji <^y ^ f^ dy\^\dx/ 



aufgafce XI. 
22. S)te jtoeite SSariotion Don JVdz ju finben, too: 



T'-/'(«,3r,^...-^j 



ift. - 

9luf(9funs. 92a(^ Sbtfg. IH ift: 

«/Fdirrs/^Fdr, 
unb oud bemfe(16en ©ntnbe ift offenbar: 

d^JVdx=Sd'^Vdx, 

unb toenn man fflr i^V feinen ^Sktä) avi9 ber borl^ergel^enbeK Huf^ 
gäbe fubftituirt; fo er^it nton enbßd^: 




35 



dx. 



fStan fielet (etd^t ein, ba§ burd^ baffeC6e SSerfoi^ren andf bie 
britten, bicrten, :c SBorioticnen gcfunben werben fönncn; attem 
c« toürbc für bic Stntocnbungen ber 35ariaticnöred^nun8 gang nuft* 
lo« fein, biefe JRcd^nung l^ier toeiter fortjufefeen* — 
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Wtaj^ima itntK Snitttma itnbtfttmmtnr fttncttotun einer in- 

tiq)(nlitnten ))träntitrltd)en. 

23. Unter einem Wla^imnm, ober SDiinimum einer gunc* 
tion i)erfte]^t man im 3lügcmeinen ieben äBertl^ tief er Function, mU 
d^er rcft>. größer, ober Heiner ift, ate jeber anbere SBcrtl^ ber 
gxmction, toetd^er burd^ eine unenbfid^ Keine 3lenberung irgcnb 
eine^, ober mehrerer il^rer beränberfid^en ßtemente erjeugt werben 
tarn. — 2lbcr in ber SSariation^red^nung in^ ©efonbcre ti)trb 
unter einem SKajimum, ober SDiinimum ber SBertl^ einer beri^ 
birten ober abl^ängigen Function berftanben, toetd^er xt\p. grö* 
ßer, ober Heiner ift, ate jeber anbere äBertl^, toeld^er burd^ eine 
unenbfid^ Heine gormänberung ber t>rimitiben Function erjeugt 
»erben fann. — 

SBenn affo (p eine unBeftimmte t>rimitibe gwnction, unb 
u=^F.(p eine babon abl^ängige ober beribirte Function bebeu=* 
ttt) fo fommt e^ darauf an: biejenigegorm bon 9 ju finben, toetd^e 
u JU einem SDiafimum, ober SDiinimum mad^t — ^n bem 3h)e^ 
de fefet man 9 + *^ \^^^ 9 i" u=F, <p, unb enttoidfett F. (g)+t^) 
nad^ ^otenjcn bon i) fo muß, toenn F.(p ein SDiajimum ober 
SDiinimum loerben fott, ber ßoefficicnt bon i in ber Snttoidfetung 
i)erfd^toinben, unb ber bon t^ ftet^ baffetbe negatibe, ober |)o* 
fitibe ^tiäftn begatten für alle gormen ber gunction ^, toetd^e 
bie ©ebingungen ber Slufgabe geftatten. — SDiit anbem äBorten: 
toenn b(o^ bie gorm bon 9 fid^ änbert, fo muß äu^O fein, unb 
»enn fid^ aud^ bie SBertl^e ber inbet>enbenten 3Scränberßd^cn 
änbem; fo muß Du = fein* — SBtr looKen nun biefe allgemeine 
Sl^eorie auf gälte antoenben, too bie ÜDeribation ber Functionen burd^ 
^Differentiation unb Integration gefd^iel^t — *) 

*) SBenn m = F(<p) x% fo ifl unmittelbar : 



37 

HufgaBc L 

24 SBeim y eine unBeftimmte Function ber einen inbe}>en^ 
benten SSeränberiid^en x ift, biejenige gorm für y ju flnben, toeld^e 
ben äu^brud: 






iu einem SWajimum, ober 3D?inimum mad^t 
SlufUfung. aWan fefee: 



'''^fv''^'d^''dj^ } 



unb ed fei: 



2)enn baß bie unenbtid^ Keinen SSatiationen ^on g o r m änberungen 
ber Functionen l^enül^rcn, ifl für bie 9led^nung a(« fold^c ganj gleichgültig, 
toeü fle in biefer, toic fd^on »ieberl^olt bemerft, bo(i^ julcfet at« SGBertl^sänbe* 
rungen aufjufaffen Jinb. — 3)aran« folgt aBer: bag eö l&icr in ber SBatia»» 
tion«re(3^nung ebenfo unnöt^ig ifl, ti?ie in ber 3)ifferentialred^nung, 
bei ber Xl^eorie bc« SRajriniuni« unb SWinimunt« öon iReil^enent* 
toideluugen (Sebraud^ gu ntad^en. — Unb ba bie unabl^&ngige gunc« 
tion tp l^ier ganj biefelBe 9?otte f^ielt, toie bie unabl^Sngige ^eränberUd^e x 
in ber 2)ifferentiaked^nung ; fo erließet auf ber@tcfie: baß l^ier bie ganje Sl^co* 
ric biefcIBe bleibt, toie in ber 3)if ferentialred^nung. (SBergl. @(i^nufe: 
^runble^ren ber bö^crn Slnal^fiö %^t\\ 1, @eite 148 fotgg., unb @. 
168 folgg., ober (Sournot: S^l^corie ber gunctionen @. 98 folgg., ober 
cnblid^: (Saud^^: SSorlefungen über bie 2)if ferentialred^nung, 
beutfd^ toon (5. ^, ©d^nufe.) 

iS« fann be«]^alb atte«, xocl% ber Sßcrf. in jnjei Keinen ^nttn nod^ aU @r* 
gSnjung l^infld^tlid^ ber ^toeiten Variation unb bed "Max.f ober aJlin. l^inju^ 
fügt, l^ier füglid^ toegfatten. — @. 
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fo ift mäf Stop. 2, Sufg. II : 

*« = ^Ä, + P.f^ + p/^ + &C. 

3Benn abtt y eine fotd^e t$onn l^at, ba§ u ein fOlajcimnm, ober 
aWinimum toirb; fo mu§ du = fein, ober: 

ßö ift aber im Slögemeinen offenbar umnögfid^, biefer ©tcid^ung }tt 
genügen, , ol^nc bic 3nbe}>enbenj ber gönn ber Function #> ober iu 
aufjui^eben; benn »enn nic^t bie ®r56en N, Pi, P2,.*.* crnjcto 
= f inb, f toirb bnrd^ bie ©tcid^ung : 

eine SRetation jtoifd^en ber gönn ber gunction Su ober ^ unb ber 
gorm ber gnnction y ober 9 au^gebrüdt; toobnrd^ oüe« grüi^ere 
finnloe ipürbe. — Slnd^ ift e« im Sttigemeinen nid^t mSgßc^, ben 
®(eid^nngen: 

iV^=0, Pi=0, &c. 

gu genügen, toeil jebe biefer ©(eid^ungen eine allgemeine {Relation 
gtoif d^en x nnb y au^brüdt, a(fo bie gorm ber gunction ybcftimmi 
— SBerai atfo bie burd^ alte biefe ©leid^ungen beftimmte gorm ber 
gunction y niäft biefelbe ift, fo lann offenbar ben ®(eid^wigcn: 

iV^=0, Pi =0, &c. 

nid^t guglcid^ genfigt tocrben — unb ba bie^ im ungemeinen nld^t 
ftattfinbcn toirb; fo ift enbßd^ einfeud^tenb : ba§ unfer ^obfem im 
älHgemeinen nid^t geßft toerben lann, — 

SBenn bie gunction u nur eine ber ©röfen: 

^ ^ &c 
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entl^fitt; ober toemt iwcäf bie ^ebingungen ber SlitfgaBe fflr jeben 
SBcrtl^ bon x bic SBcrtl^c aller bicfer ®rö§en, mit äu^nal^me einer 
etngigen berfetten, fijirt finb; fo rebudrt fid^ bie ßnfc ©eite ber 
©teid^ung: 

auf ein ©ßeb, unb fami mitl^in crfüöt toerbeiu — 
8Benn j. Ä: 



^=f(^^y>%) 



ift, unb unter beu gormen ber Function y, Bei toeld^en biefe gunc^^ 
tiou für einen gegebenen SBertl^ bcn x mm beftimmten SBerti^ 
Bcfcunnt unb bie Function u ein aJJafimum, ober 2JJintmum 
toirb; fo rebudrt fid^ bie (äleid^ung: 

auf P, = 0, unb lann uiitl^in erfüöt loerben» — 

Diefeö toirb, geouietrifd^ aufgefaßt; bießeid^t nod^ einkud^ten^ 
ber, too ot^bann bie aufgäbe lautet: ©ine Surbe bon fold^er Sbt^ 
fd^affcn^eit ju flnbeU; ba§ für J[eben ^unlt berfelben bie Function: 



K " * S) 



da SWajluium, ober ajlinimum toirb, inbem biefe Surbe in Jiebem 
il^rer Sßmätt Mo^ mit ben burd^ benfelben ^unlt gei^enben (&trben 
öergüd^cn toirb» — 

©eift)ieL 

25. Sine ßurbe bon fotd^er ©efd^affenl^eit ju flnben: baß, toenn 
an irgenb einen ^unlt T (gig* 1) berfelben eine Sangente gegogen unb 
bi» gum !Durd^fd^neiben mit gtod gegebenen Drbinaten Clf, C'M' ber^ 
längert loirb, ba« ^Jrobuct CM. C M', ein SKafimum, ober Wx^ 
nint um toirb, — 
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SBcmt ber 5lnfang$j>unlt ber (Soorbinotcn imb: 

o = OM, a = OM ' 



x\t, fo ffat man: 



Cilf=y + ^(a-ar), 



Cir=y + ^(a'-;r), 



unb mttl^in: 



y= CM. CM' = (y + g-(a-;r))(y + ^(a'-;r)); 



fotglid^: 



«V = (2y + (a + a'-2ar)g^)% 



+j(^+f(^--^0("'"-^^+(2'+f(^'-4^-^^^ 



dSi 
dx 



SBenn e« nun SBebingung ber SlufgaBc ift: ba§ bie Surbc in iebcm 
il^rer fünfte nur mit ben burd^ biefen ^unft gel^enben ßurbcn t>cr* 
gfid^en »erben fott ; fo mu§ offenbar *y = fein, tooburd^ bie ®tcl^ 
d^ung rfy=0 auf: 

rebuctrt totrb, ober reburirt: 

y * a — X a — x 

ÜDurd^ Integration ergibt fid^ l^ierau^: 

y« = + c2 (a - ar) (a' — a:), U) 

too c« eine toiOIürßd^e Sonftante ift 5Dic gefud^te Surijc ift atfo 



eine ditip^t, ober eine ^tfptxhti, |enad^bem tM obere, ober 
untere SSorgeid^en genommen, loirb. — 

Setrad^ten toir nun bie gleite 35ariation d'^V, fo ift na6f 
9h:* 21 allgemein: 

alfo in bem gegenwärtigen gatte, too: 

unb nad^ ben ©ebfngungen bcr Slufgabe 3^=0 ift: 

©efet man toeiter für 2 (a — a:) (a' — a:) feinen an^ ber ©leid^ung 
(^) gejogenen SBertl^, fo l^at man enbfid^: 

!Dad bem negatiben ^üäftn entf))red^enbe 3Rajrimum (egiel^t fid^ 
atfo auf bie dUip^t, unb ba^ bem t)ofiti.t)en B^id^^n entf})red^enbe 
SKtnimum auf bie §^))crBeI* — 2lud^ feud^tet ein: bag im erften 
goKe bie Suroe ganj gtoifd^en ben Orbinaten CM, C'M' liegt — 
unb im jtoeiten augerl^atb berfetten* — 

aufgäbe H* 

26» ®ie gorm ber gunction y unb bie ©renjtoertl^e aro, Xi 
i)on X fo ju beftimmen, ba§: 

efai SWofimum, ober SWinitnum tohrb. — 

3* 
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«[ufiefun0. 3n Hefetn SaQe ift nad^ Ito)). 2 Snffl. ITL: 

Dü= Vidxi — Yodxo 

+,P,_s.,(f^)__(P,-&..,(^)^ (., 

+i:(^-^+S'-*'+'-'>-^)"-^=»- 

3unäd^ft ift ju Bcmcrtcn, ba§ l^icr gipd Dcrfd^iebenc SfiMe tool^I }U 
untcrfd^eiben pnb — nomfid^: i, SBenn man bic Variation dy ober 
bie gcrtn ber Function ^ ganj unbcfd^rfinlt töfft, bic »cbingung 

jebcd^ au^gencnunen, ba§ /^ für attc juläffigcn ^Sktßft bon « 

cnbtid^ MciM — unb: 2, SBcrai bic 5Watur ber aufgäbe c« notl^* 
tpenbig mad^t, bag man fttr ^ nur fotd^e formen tp&l^tt, toelc^e ge^ 
toiffen Sebingungen genfigen, — 

3m erften gattc fud^t man unter alten mögUd^cn gunctlo^ 
nen bie, toetd^e ü gu einem SWafimum, ober SDiinimum mad^t 
— unb im gleiten gatte toirb nur an^ einer 8t äffe bon gunc* 
tionen, toetd^e getoiffen ©ebingungen genügen , biejenige l^erou^gcfnc^t, 
toeld^c ü gu einem 3D?a5imum, ober SKinimum mad^t — !E)ie 
fid^ auf ben erften ^aU begiel^enben SRafima unb aßinima tocr* 
ben abfolute — unb bie fld^ auf ben gtoeiten ^aU bejld^cnbai 
relatibe SKajima unb STOinima genannt — ffiir tooUcn gmiäc^fl 
abfotute SWafima unb SKinima betrad^ten. — 

27* ©efet man: 

unb: 
f ott)ie : 
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''=^-S-+^^-*«-+c-')-^- 



fo ti)irb blc ©leid^ung iA): 



«1 — «0 + j ßiydx = 0. 



!Diefer ©Icid^ung fonn aber ol^ne ©cfd^ränhmg bcr äßgcmeinl^cit 
ober Unbcftimmti^ctt bcn Äy ober ^ nid^t anbete genügt toerben, ate 
tocnn man fefet: 

«1 — tto = 0, /J = 0« 
jDenn toenn nid^t «i — «o =0 toäre, fo l^ätte man bic ©(eid^ung: 



/: 



/3<T2(c{a? = «0 — «i> 

'0 



b. 1^. ba« beftimmte Sntegrat einer arbiträren Function liege 
ftd^ ol^ne Seftimmnng, ober felbft ol^ne Sefd^ränfnng ii^rer aßge:» 
meinen gorm burd^ bie ©rengtocrtl^e biefer gnnction unb bic einer 
gctoiffen äugal^t il^rer !Differentiatquotienten au^brüdfen — toad offene 
bar ungereimt ift — S^ ift bal^er: 



«1 — öo = 0, f ßdydx = 0. 



!Danun belanntfid^berSBertl^ eine^ beftimmten3ntegrale^ im 
aiflgemeinen bon ber gorm ber Function unter bem 3ntegrafgeid^en 
abl^ängt, fo ift eö offenbar unmögtid^, ben SBert^ be^ testen Sntegra* 
le« ju bestimmen, ol^ne toenigftend bie älttgemeinl^eit ober Unbeftimmt* 
l^eit ber Function äy ju befd^ränfen*), toa^ unjutäffig ift — unb 
be^l^atb fann ber ©(eid^ung: 



P ßdydx = 0, 



*) 2Btr fagcn albfid^tltc^ : ^^»entgflenö Bcf d^rSnfcn," »cU in mancä^en 
gättcn bcr ffiertlj eine« ibeflimmten 3ntegrateö gefimben tüerben fann, o^nc 
baß man bic gorui ber gunctton unter ben ^ti^tn J aBfotut juibefttmmen 
Brautet. — 
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nur genügt »erben, toenn ß = ift — ^m ffat bcmnad^ bic 3)if* 
f erentialgleid^ung : 

tocburd^ bie gorm ber Function y beftünmt toirb. — 
ÜDie ©letci^ungen: 

tti — OO =0; /3 = 0, 

finb n)efentUd^ i)erfd^{eben; benn bie erfte bejtel^t ftd^ Mo« auf 
bie SBertl^e bcn a: unb y an ben Integration« grenjen, toäl^renb 
bic jtoeite eine aUgemcine ^Relation itoi\äfm x nvby ouöbrücft. 
— SBenn biefe« nid^t ber gaö loäre, fo toäre bie StuflSfung ber «uf* 
gäbe unmögtid^, »eil offenbar nur eine atlgemeine {Relation 
jn)ifd^en x unb y ftattfinben fann. — 35a bie ßoeffidenten ber ber* 
fd^iebenen 3ncremente in ber ©leid^ung: 

«1 — ao = 0, 

ober: 

V,dx,-'Vodxo+[PL-^+&o?)dy,^(p,^^-+&^^^^ 

+ (P,-&.),(Ä).-(P,-&-)(ÄX '«^ 

4- &c. 

conftant finb, fo ift Kar: bag, toenn biefer ®(eid^ung überl^aujJt 
®enüge geleiftet toerben fann^ fold^c« nur mitte(ft ber arbiträren 
Son [tauten mögfid^ ift, todfS)^ in bem 3ntegra(e ber ©leid^ung: 

borfommen* — ÜDiefe J)ifferentialgteic^ung ift im SlCgemeiuen bon 
ber 2nten Drbnung; benn ba y, unb miti^in im SlKgemeinen oud^ 
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Pn bic ©rSge ^ cnt^äft, fo tft Mar, bafe anäf ^ ta ^ bor^ 

foirancn uiuß. — Da« Sntegtat btefcr ©leid^ung cntl^ott alfo 2n ar^ 
bitrare ßonftanten* — SBcnn aber bie ©renjtpertl^e Don: 

'^' y* dar • • • «te»-' 
t>5aig mtbefd^r&nft finb, fo ent^ätt bie @(eid^ung: 

d — Oo = 

2 Cn + 1) arbiträre ßonftonten, nämfld^ : 

unb in biefcm gaüe ift e« nid^t möglid^, ber ©leid^ung: 

«1 — ofo = 

ju genfigen, toeit man bie ßoefftdcnten biefer 2 (n + 1) n)itt(ürticl^en 
Sncremente einjeln =0 fe^en mfigte, fo bag man 2(n+l) ®Iei^ 
dornigen jtoifd^en 2n ©rö^en befäme. — ÜDte« tpar and^ nid^t anber« 
JU erwarten; benn tpenn toeber in ©ejiel^ung anf bie gorm ber 
fjundiony, nod^ l^inpd^tfid^ berOntegration^grenjen eine SBefd^rän* 
frnig ftattflnbet; fo famt ba« integral offenbar jeben äBertl^ t>on 
bi« 00 l^aben, nnb mitl^in toeber ein ÜKajimnm, nod^ ein Ttu 
nimum geftatten* — Dieärt ber ©ef d^ranhing l^infid^tlid^ ber®ren* 
gen mn§ bal^er in jebem befonbem gaße nad^ ben ©ebingnngen ber 
JU ßfenben Slufgabe beftimmt toerben: 

(10 ©enn bie ©renjloertl^e xo, x^ bon x gegeben finb, alfo 
eine fold^e gorm ber gunction y gefud^t toirb, ba§ ba« jtoifd^en bie^^ 
fen ©renken genommene 3ntegrat J Yda: ein SUiafimum, ober SKi* 
nimum toirb; fr ift dx^ =0, dxo=^0, unb bie ©teid^ung: 

a^ —«0 = 

ift gleid^bebeutenb mit ben ©leid^ungen: 
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(P, - &cO, = 0, iPi - &cOo = 0, (O 

&c. = 0, &c. = 0, 

(P-)i=0, (P«)o = 0, 

beten Sbijal^I genau ber Slnjol^t 2n ber in bem aUgemebten 3ntegrale 
ber ©feid^ung: 

bcrfommenben totUfürlid^en (Sonftanten gleid^ i\t, fo baß alfo bieShtf^ 
löfung ber aufgäbe in biefem gatte boUftänbig ift — 

(2.) äBenn fctool^I bie ©renjtoertl^e bon x, ate bic bon y gege* 
ben finb, fo ift dari=0, Jyi=0, cteo = 0, dyo=0, itnb bic 
©(eid^ung : 

«1 — ao = 

ift gfeid^bebeutenb mit ben 2n — 2 ©leid^ungen, toeld^c erl^aücn »er* 
ben, toenn man bie ßoeffirienten ber berfd^iebenen SSoriationen: 

eingeln == fcfet — !0a fid^ aber burd^ bie ©ubftitution ber gcge* 
benen ©renjtoertl^e bon x unb y in bie allgemeine 3luflöfung nod^ 2 
anbere ©leid^ungen ergeben, fo bleibt bie Slngol^t ber (Sleid^ungen 
nod^ =2n. 

SSenn a(fo bon ber ©leid^ung: 
ba« aßgemeine 3ntegral ift: 

f(X, y; Ci, C2 . . . . Cftm) = 0, 

n)o c„ C2,-.. tDiOfüriid^e ßonftanten finb; fo l^at man jur »cftim* 
mung berfelben bie 2n ©(eid^ungen: 
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(Pa — &cOi = 0, (Pa — &cOo = 0, (D) 

(P-)i=0, (P«)o = 0. 

(3.) (B6cnfo, ö)cnnbtc®rcnjh)crt]^et)on j:,y,~ gegeben finb^ 
fo faUen öon ben ©teid^ungen (D) tpteber gtoei, nämtid^: 

tocg; aber gteid^jeitig ergeben fid^ nrittelft ber gegebenen ©renjtpertl^e 
t)on;^ jtoei neue ©leid^ungen auf fo(genbe SBeife: SBenn nomttd^ 

CM? 

bad Stefuttot ber !Differentiation bon: 
naäf X burd^: 



audgebrflcft toirb, fo finb bie beiben neuen ©leid^ungen: 

^*^ v^y ^^ V ^/ '^^^ gegebenen ©renjtoertl^e bon ^ finb. — 

83Bemi aud^ bte ©renjlpertl^e i)on ^^^ gegeben finb, fo loirb bie 

Änjal^l ber ©teid^ungen (D) nod^mate um 2 t)erminbert; aber man 
erl^ätt ju gtcid^er 3^tt jtoei anbere ©tdd^ungen, toenn man bie ®(ei^ 
d^ung: 
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jtocimat bifferengirt, unb in bic Äcfuftotc bic gegebenen ©rcnjtoertl^ 
bon : 

dy d^y 

fubftituirt, fo baß bte ©efanraitanjal^I ber ©(efd^ungen ftetd =2n 
b. ]^. ber "änyx^ ber tDtQfürßci^en @onftanten gUid^ b(et(t — !Da^^ 
fefbe finbet ftatt, toenn bie ©renjtoertl^e beßeBig btefer ber ®r5gen: 

dy d'^y d^y d^^y 

gegeben finb. — 

(4,) SBenn bte ©renjtoertl^e bon a^* y^ ^f-^ • • • ni^t unmittelbar 

gegeben, fonbem burcb eine, ober mel^rere beftinunte ©teid^ungcn ira* 
ter einanber berfnü|)ft fmb ; fo finb offenbar bic Variationen bcrfclbeii 
nid^t mel^r inbe})enbent, unb fotglid^ toerben jtoei ober niel^rere ®ßc^ 
ber ber ©Idd^ung: 

«1 — ao = 

auf ein« rebudrt. — ^ierburd^ toirb bic Slnjal^I ber ©leid^ungcn, 
toetd^e biefer testen ©feid^ung äquibatent finb, toleber bcmrtnbert; 
aber jug(eid^ aud^ eine l^inreid^cnbc Slngal^t neuer ©teid^ungen einge^ 
fül^rt, fo baß bie ©efanuntjal^t toieber =2n ift — S38enn j. Ä 
bie ©renjtocrtl^c bon a: unb j burd^ bie beftiuunten ©Icid^ungen: 

yi = /i Qei\ »0 = fo iXo\ 

mit einanber bcrbunben finb, fo l^at mm stt>ifd^en dxijdyi,dxof8yo 
bie @(eid^ungen: 

SBerben aldbann bie an^ biefen ©teid^ungen abgeteiteten äBertl^ t)on 
Syiy Syo in: 

flfl — CCq ^^0 
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fiÄftttutrt, unb bic fioefflcicnten bcr inbet)enbcntcn SBoriationen cmjcln 
= it\dit} fo ergibt fid^, ba§ btefe ©feid^ung mit bem S^ftemc ber 
folgcnbcn gicid^bebcutcnb ift: 

r.+(p,-^+*«.).jr,w-(§)J=o„ 

"«+("■ -^+*«-).k«''»'-(i).l=<'- 

(P2 — &cOi = 0, CP2 - &cOo = 0, 

&a &c. 

inbcm bic übrigen ©tcid^ungcn biefetben jtnb, toic frül^er* — ÜDiefe 
2n @(etd^ungen ftnb mit ben bier fotgenben: 



Vi = fi (a?i ); y =1/0 (jco), 

fi^if Jfi; Cx, C2 , • ♦ Ca«) = 0, /'(aroj yof Ci, Cj, . • • ca«) = 0, 

jur ©efrtmmmtg ber 2n + 4 ®r5fen: 

*1> Jfl; ^0^ ?/0^ Ci, O2 « • * 02« 

ou^rcid^cnb* — 

(Sbcnfo, toenn bie ©renjtoertl^e t>on ^ ^^ 3~" ^"^^ ^^^ ®fei' 



d^mtgeti: 



{%)r^''-"Hil=f'^"^ 



mit ebtonber berlnfi)>ft tpciren; fo l^e man: 

(S),'^.+'-(S) =A(«.).^., (SX^.+<^X = *c 

toobnrd^ bie erften 3 ©ßeber jeber ber ®rö^en a^, «o auf ein« re=» 
budrt, unb fptglid^ bic änjal^t ber burd^ a^ — «o = gelieferten 
©Wd^ungen auf 2n — 2 t)erminbert mürbe. — 

3«t ©cftimmung bcr 2n + 4 ®rögen .Vi, . . . ci, . ♦ • c« l^at man 
ol^bann au§er biefen 29i — 2 ®(eid^nngen unb ben im erften S^^eite 
biefe« Satled bor!ommcnben 4 ©(eid^nngen nod^ bie beiben fotgenben: 

4 
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f i^u y\yfi i^i)> Ci . . . C« ) =0, f (Xq, Jfo, foiXo\ Ci . • • C« ) =0, 

tpefd^e burc^ ^Differentiation be« allgemeinen 3ntegratc«: 

unb ©nbftitution ber ©renjtoertl^e t)on: 

dy 

in bie JRefuÖate erl^atten »erben. 

ßbenfo ergibt fid^, ba^ in aßen ben gäCen, too bie SSebingun^ 
gen ber Slufgabe Irgenb xot{6)t ber inbe})enbenten 3Sariationen : 



^V. 9 {%\ , &c. 



annuttifen, ober befd^r^nfen, unb fotglid^ bie änjal^t ber in ber Olci* 
d^ung «1 — «0 = entl^attenen ©teid^ungen bemtinbem, grcid^geitig 
biefetbe 2lnjal^( neuer ®(eid^ungen eingefül^rt toirb, fo bag bie ®c^ 
fammtjal^I ber Seftimntung^gleid^ungen ungeänbert bleibt — ^icr* 
au« erließet a(fo: ba§ bie burd^ bie Sebingung DZ7=0 gefiefcrtcn 
©leid^ungen jur Söfung ber Slufgabe, b. 1^. jur ©eftiuunung ber 
gornt ber Function y not^n)enbig unb jureid^enb finb* — 

28. gl^e n)ir bie borl^ergel^enbe S^l^ecrie auf S9eif^)ie(e autoen* 
ben, n)irb e« nid^t unjlDedtmägig fein, einige Slu^nal^mefäKe näl^ 
ju erörtern. — 

(1.) aSenn Y eine tinearc gunction be« i^Sd^ften Differenz 

tialquotienten ift, fo fann Pn offenbar -j^ nid^t entl^atten, unb folg^ 

lid^ ift^^ ^öd^ften« bon ber (2n— l)ten Drbnung* — S)ic 
©teid^ung : 

lann alfo bon leiner l^öl^em, afö Don ber (2n — l)ten Drbmmg feta, 
unb mitl^in il^r aßgemeine« integral l^öd^ften« 2n — 1 arbiträre Son** 
ftanten enti^atten. — 3n biefem gaße fann alfo ber ©(eid^ung: 
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tt| — cfo = 0, 

toeld^c^ toic toir gefeiten f^aim, 2n ©letd^imflen gteid^gitt, im ättgc:^ 
meinen nid^t genügt toerbem — 

& läft fid^ übrigen« leidet jeigen: ia%, totm V eine lineare 
Function be« l^S duften barin borlommenben Differentiatquotienten 
i% bie ©(eid^nng: 

ß = 
bie (2n — 2)te Drbnung nid^t überfteigen fanm ~ !Cenn e« fei: 

fo ift y = öü + ö', too ö nnb ff Functionen bon: 

dy d^'^^y 

finb, — !0a toir fd^on frül^er gefeiten l^aben, bag bie ®(eid^ung: 

ß = % 

bie ®r6§c -i^ nid^t entl^äü ; fo brandet bfo« gejeigt ju toerben, bo^ 

fie viuTi ^id^^ entl^ält — !Diefer !Cifferentia(quotient, n)enn er über^ 

d'*'-^P 

ffavipt borfommt, fann aber nur in einem ber ©lieber ^Jl , 

d* P 

— — ^ t)orf ornmen* — 3iun ift aber : 

auf* 

mib um ben ©ifferentlatquotienten ^,,t in J* ober in -^-i^ 
ju finben, mu§ man bie Sertl^e bon: 

d0 d^ d-J^ 

d^' dx^ **^ dx-' 

bübcn, inbcm man bei jebem ©d^ritte immer nur bie Differential 
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quotienten Don ber 1^9 duften Oxbnung ]&et(e]^5It — ®e^t man nun 



(fcr* 



=(f)+(t)i+*^+®-£' 



de _ 

dx \dx J ' \dy 



ht toeld^em älu^brude b(od bad ®(ieb : 



\(£u / dx ' Vau / 



beijubd^attcn tft, toeü aße anbern ©Heber offenbar bon einer niebrfc 
gern, ate bon ber nten Orbnung pnb* — 

ebenfo ift in ^ nur: 

dx* 



fde\ d^u 
\du )* dx 



Ü ' 



ba« ®ßeb bon ber (n+ 1)^«^ Drbnung, unb cbenfo ergibt fld^, bog 



. d^e 

ui nur: 

dsf" 






bon ber (2n — l)ten Drbnung ift — 
e« ift aber: 

unb toenn bie SBertl^e bon: 

dx ' dx^ cto«-i ' 

toieber toie borl^in gebilbet »erben, inbem nad^ jeber !Cifferentiatu>n 
nur ba« ®ßeb bon ber 1^5 duften Orbnung beibei^aöen toirb; fo er* 

gibt fid^ tt)ie borl^in: bag in J^ nnr: 
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(d6\ a^h fdi\ d^^j 

t>a» ®ücb öou bcr (2n — l)tcn Drbmmg ift. 

S>a biefe« ®(ieb mit bem borl^in atö bad ©Heb bon htt Ifiäf^ 

d* P 

fkcn Drbttmtg in , H gefunbcncn ibentifd^ ift, fo ift Kor, bag c^ 

Ar""* cto» ' 

unb mitl^in au^ ber ©teid^mig: 

/J = 

bcrfd^toinbct, unb folgüd^ lonn bicfe IDiffercntialflteid^ung bon feiner 
ffifftcn att ber (2n — 2)ten Orbnung fein, — 

©icfc Webttction ber ©teid^ung ^ = auf eine onbere, beren 
Drbnung van 2 (ginl^eitcn niebriger ift, f)at QnUx juerft bemerlt, 
beffen ©etoel^ i^bod^, fofem berfdbe allgemein ift, mel^r jeigt, baf 
bie »iebuction ju erwarten ift, att bag fie toirflid^ ftattfin- 
bct - SMefe (guter 'fd^c ©etoei^fül^rung ift tttoa folgenbe:*) 

fSlan fe^e toieber: 

c?*~^y d* y 

^~di^'^~ls^' 

fo mvif$ man, toeü V eine lineare gunction bon v ift, offenbar 
l^ben: 

too unb Ä' leine l^Sl^em Differentiatquotienten, afö bon ber (n— l)ten 
®(eid^ung ent^attcm — & ift mitl^in: 

SVdx=:Sevdx+Sffdx. 

tt)o ba^ 3ntegra( /^t?&: offenbar auf bie gorm: 

getood^t toecben larni, inbem Oi, 0z feine l^ei^ere !r)ifferentia(quotien« 
ten äÜ n entl^alten. — ÜDenn fe^t man: 



*) Metiiodas inTeniendi etc. pp. 62, 75* 
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unb biffcrenjtrt; fo flnbct man: 

iporau« toegcn v= -^ erließet, baß bcr ©teid^ung : 

Jdvdx=-äi +Jd2dx 

genügt toirb, toenn man fefet: 

(^)='.-''.=-|(^)+(^-)-t+*«-!' 

unb ^1 =:/<?dfu tft SBenn alfo V eine lineare guncöon be« ffiäf^ 
ften barin borfommenben J)ifferentia(quotienten ift, fo lonn bod 3n* 
tegral jFcte immer auf ein anbere« JVidx jurficfgeffil^rt toerben, 
toorin V^ feine l^öl^cm ÜDifferentiatquotienten, atö bon bcr (n— l)tett 
Orbnung entl^äö — mib toenn biefe SRebuction bor Sinioenbung bet 
SSariation^red^nung borgenommen ift; fo leud^tet ein, baß bie !C)iffe* 
rentiatgteid^ung , ju toeld^er man gelangt, bon ber (2n — 2)tcn Orb* 
nrnig ift — 

ÜDiefer Setoei« ift infofem toid^tig, ate er jeigt: bog bcr eben 
betrad^tete gaß eigentüd^ fein Slu^nal^mef all bon ber allgemeinen 
Sßetl^obe ift "^tm toenn ba« gegebene Sntegral auf feinen ein* 
fa duften Slu^brudt gebrad^t toirb, el^e man bie ^rindpien ber SSorla* 
tionörecbnung barauf antoenbet; fo erl^äft baffetbe bie gorm: 

ober jtoifd^en ©renjen genommen: 



J *0 



too bie in cpi, 90 entl^attenen J)ifferentiaIquotienten bon berfclben 
Orbnung finb, atö ber l^öd^fte in g>' oorfommcnbc X)iffeienti(tb|it0« 
tient. — J)iefer gaC toirb f|)ätcr befonber« bei^anbelt »erbe«, imb ift 
offenbar bon ben l^ier unterfud^ten berfd^ieben, too bie }tt einem 
SOia^imum, ober Minimum }u mad^enbe ®ri^|e fein Don bem 



Sntcgra^ctd^cn freiet ®öcb cntl^äft. — 3^8^(1^ erließet au« bcm 
SSorl^gel^en bie Stot^ioenbtgfeit : ein integral bmner erft auf fei^ 
ncn ei nfa duften Slu^brud ju bringen, ci^e man bie ^rinci^ien ber 
aSariationdred^nung barauf antoenbet. — 

(2.) ®n anbetet äuönal^mefaft bou bet obigen attgemeincn 
aWct^obe ift folgenbet: d^ fei: 



dF 
dp 



F=yAa:) + JP(a:,p), fo ift N—fix), unb P= 
aidbann n>ttb bie ©leid^ung: 

ax 

unmtttelbot integtabel, unb gibt: 

«Htb biefe tefetc ©leid^ung füt p aufgelöft, fo et^äft man ein dits 
fultot bon bet gotm: 

p = FCx,c), 

unb urit!^: 

y = Fiix,c) + c\ 

^tfyaum to)it nun an^ ba^ bie ©teuiioetti^e bon x gegeben finb, 
toäi^tenb bie bon y unbeftimmt bleiben; fo ift bie ®(eid^ung: 

ui — ao = 

gteid^bebeutenb mit: 

Pi=0, Po=0, 

obet: 

ri(x) + c = 0, A(^o) + c=0. 

£)iefen ®teid^ungen lann fotgtid^^ ba fie nut eine unbeftimmte ®t9f e 
c tn£^alten^ im äiagemeinen nid^t genilgt toetben, unb mitl^in geftot^ 
ixt bie aufgäbe in biefet gotm leine 3luflöfung, obgteid^ ba« aßge^ 
meine Sntegtat bie etfotbetlici^e Slnjal^f toitttflrftd^et Sonftanten ent* 
l^att — 833enn jebod^ /'Ca?) = 0, atfo v=Fix,p^ ift, fo toetben 
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bic bcibcn ©leid^ungen Pi =0, Po=0 ibcntifd^, itnb bic «itf* 

gäbe ift (ödbor; aber unbeftimmt, tpeU eine &)nftaiite imbeftimmt 

bleibt - 

!Dad 9lefu(tat, ju toeld^em toir l^ier gelangt finb, flnbet nic^ 

b(o^ für Suiuitionen erfter Orbnung ftott *- !Dcnn tt>enn V eine 

fotd^e gorm l^at, baf ber ©leid^mtg: 

genagt toirb, nnb ed finb nur bie ®ren)toert^ bon x gegeben; fo ift 
Mar, bag noäf biefelbcn ©d^Ififfe antoenbbor finb* — !Die ®Wd^«ng 
/j = ift toieber, toie in bem gälte bon gnncttonen erfter Orbnwig, 
unmittelbar integrabel, unb gibt: 

fo bag bie beiben erften in «i — «o = en^oltenen (Bletd^migeit 
folgcnbe pnb; 

ri(^i) + « = 0, /\(:ro) + « = 0, 

toeld^en im Sötgemeinen nid^t genügt toerben fann, auger für /!(«) 
= 0, b. ff. toenn y gar nid^t in V borlommt* — 3ft aQgemeiii 

-^ ber niebrigfte in V entl^aöene üDifferentiatquotient — unb 

V fo befd^offen, ba§ ber ©teid^ung : 

dV 



d ^ 
* dXP 



= fix\ 



®enüge gefd^iei^t — unb finb nur bie ©renjtoertl^e bon x, fo toie 
bie ber IDifferentialquotienten bon einer l^öl^ern, att bon ber j?ten 
iOrbnung gegeben; fo ergibt fid^ burd^ fil^nßd^e ©d^Iüffe, loie bie obi* 
gen, ba§ bie aufgäbe feine Jluflöfung geftattet — 

(3.) ®enn iV^=0 ift, unb blod bie ©renjioertl&e bon x gege* 
ben Pub, fo loirb bic ®(eid^ung /5 = offenbar: 

dx Ac'+*''*-"^ 
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obec integtiit: 

^icrau« fielet man, ba§ fid^ bic beiben Sebinflung^gleid^unacn, tocld^c 
man burd^ SRuKfeftung ber ßoefficientcn bon dyi, Syo erl^ätt, nämfid^: 

auf eine, namfid^ c = rebuciren, unb bag fotgfid^ bic ©tcid^ung 
ai — «0 *•= nid^t 2n fcnbem nur 2n — 1 ©feid^ungen äquij)alent, 
atfo bic 3lufgaBc in bicfcm gälte unbcftimmt ift. — ÜDiefc« JRefuI^ 
tat toar leidet ju ^)räfumircn. !Dcnn ba y nld^t in y, ober in ben 

ju erfüCcnbcn ©tenxbebingungcn borfcmmt; fo fann man -—- jur 

|)rimitibcn gunction nel^men, unb c« finb bann alle in Z)f7=0 ent^ 
l^altcnen ©Icid^ungen erf orberlid^ , um eine ®(eid^ung gn)ifd^en x unb 

-^ ol^nc toitßürlid^e Sonftantc ju erl^alten; unb bic burd^ 3nte* 

gration barau« abgeleitete JRetation gn)i[d^en x unb y mn^ fotglid^ 
eine toiltfür lid^e Sonftante entl^alten. — aber n^enn ieber ber 
beiben ©rcnjtocrtl^c bon y gegeben ift, fo tpirb bic Stuf gäbe toieber 
beftimmt — 

ÜDeögleid^cn, toenn i^ = 0, Pi = ift, unb bic ©rcnjiDcrtl^e 

öon y wb ^ beibe unb eft im mt finb; fo entl^ält bic äuflöfung 

jtoei arbiträre Sonftanten, unb fann nur ju einer beftimmten gemad^t 

toerben, loenn toenigften^ einer ber ©renjtocrtl^c bon y unb ^ 

fifirt toirb. — allgemein, toenn in ber ®(eid^ung: 

ax 

bie m erftcn ©lieber feilten, unb feine Sefd^ränfung ber Orengioerti^e 

bon: 

dy d'^-^y 



y. 



.m— l 



' dx '" dx 

ftottfinbet; fo erhält bie SbtflSfung m toiKfärti^e Sonftonteiu — 

4» 



29. !Da fid^ bic ©teid^ung: 

in gctoiffen gatten ein^ ober mel^rerc JDialc intcgrircn (äft, ol^nc ba| 
man bic gornt ber gnnction F jn beftimmcn brandet; fo toottcn »ir 
einige fotd^er Säße ^ier näl^er unterfud^en, um fo mtffx, ate toir ba^ 
bei ju meisteren attgemeinen ©teid^ungen gefangen tocrben, toeld^e bie 
äntoenbnng ber borl^ergel^enben S^l^eorie auf befonbere SBdfpiele 
fel^r erteid^tem. — 



(1.) SBenn bie m crften ber ©rögen ^ > § ; 
feilten, alfo: 



♦ • • in y 






ift; fo feilten aud^ bie m erften ©lieber ber ©leid^ung: 
fo i«,^ man He ©letd^ung l^at: 

burd^ beren mmaüge 3ntegtat»n man folgenbe 5Differ«ttiaIgfei(i^ttn9 
bor (2n — tn)ten Orbnimg eti^ält: 

Pm — ^- + &C. = Co + Ci« + 02«* + &C. + Cm-iDf-K 



(2.) ©fei: 



'V*'' <to' dar» *»"/'' 



fo baf X nid^t in F e^Iictte oorfotnmt; fo ffot man: 
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ober tocnn man für A' feinen au6 bcr ©Weisung : 
genommenen Sßtttff fubftituirt: 



mtb folgßd^: 






+ i", 



Durd^ tJ^eitodfe Ontegrattcn ftabet man femer leidet: 

folgüd^: 

JV"dir-+» ^ ^djT- dxn)'^ ^"dx» dx 'dsf-^^^'"' 

^ *• ^^ dx' dx"^ ♦ 
unb tnitl^in: 

'^^ '^ ^'^J *B ^ V - da:* dx' dx ) 
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'^V'dx» dx ' dx' "^ d*» 'dxj 

4-&C. 

eine Differentiatgteid^ung, toelc^e l^öd^ften^ öon ber (2n — l)tcn Dtb* 
nung ift — 

fficnn a(fo a: ntd^t qrjjßctte in V öorfommt, fo tagt fxdf bcr 
Orbnung^inbcf ber ®(cid^ung ß==0 toenigftcnd um etneCinl^eit uer* 
Heincm. — 6^ toirb nid^t un^affenb fein, toenn toir l^ier nod^ einige 
ber toid^tiflften f|)ecietten gätte ate Slntoenbungen ber borl^ergcl^enbcn 
allgemeinen B^rmel mittl^eUen: 



(a.) e« fei: 



='(Ä). 



fo ift v^c + Pi-^i aber ba y, unb fotgfid^ Fi gunctionen bon 

^ finb, fo ift biefe ©leid^ung einerfei »tit ^ = c; atfo y = ci« 
+ C2. — 35ie linearen Functionen l^aBen alfo bie ©gentl^ümlid^* 
leit: ba§ fie jebe Function bon^ju einem äßa^tmum, ober Wu 
nimum mad^en, loeld^e ein fotd^e^ geftattet — 
(bO aßenn: 

(cO ©enn: 

(3.) ©ir tootten nun annel^men, bag bie beiben unter (1) unb 
(2) betrad^teten gäde jugleid^ ftattfinben, b« 1^« bag toeber x, twiSf 
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btc m erften bcr ®r8§cn ^^-. in V »orfornmen; fo totrb mdf 
(l) btc (Slcid^ung /5 = burd^ Sntegratbn junäd^ft: 

Pm ^ + &c. = Co + cia: + caic^ -f- &c. + c,„-i Jf^»; 

olfo: 

P« = ^^ - &c. 4- Co + «lir + cao:^ + &c. + c«-i x— '. 
@e^t man biefen &tttS) in bie ©(eid^img: 

fo crl^&tt man: 

+ (Co + Ci« + cjar' + &c + c—ii"-*) ^^ , 
ftnb i^tecftud burd^ tl^eitoetfe Integration: 

TT j n ***■'» I / „ d"+*» rfPm+4 d*+ '.V \ , , 

(Co + CiO: + cjar» + &c. + c«_i a?'»-^ ^^^^j > cte* (F) 

ilfbtn tft aber allgemein: 
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tooraud fid^ bic SBertl^e ber Sntegratc: 

r dr^^y r d^ r ^^ 

ergeben, tocnn man fucceffiöc ä = i, 2, . . . m — 1 fe^t, unb tocnn man 
enblid^ biefc äBertl^e in bie ©leid^ung (20 fubftttmrt; fo ift bte xt^ 
fultirenbe ©leid^ung offenbar i)on ber (2n — m — l)ten Drbramg, 
b» ]^. um m + 1 ©nl^eiten ntebriger , ate bic urf^jrüngücl^e Differen* 
tialglcid^ung. — 



e« fei i- Ä: 



^^f\dx' dxO' 



f toirb bie ©(eid^ung /J = |e^ : 

Ja: (te* ' 
iporau^ fid^ burd^ Integration ergibt; 

©ubftituirt man biefen feertl^ in bie ®(eid^ung: 

unb integrirt, fo erl^ätt man bie Differentialgteid^ung ber jioeiten 
Dtbnung ; 



dx dx' 



r=c' + c^+p,^, iä) 



3Bir tooüen bie borl^ergel^enben gormein nun auf einige SBci* 
f|)idc antoenben. — 
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«etf<)iel 1. 

30. aßon foU bie 0otm ber t^unction y fbiben, toeld^e bae 
3ntcgTa(: 



-jyo+s^)- 



ju einem SDia^ritnum, ober äßinimum mad^t 
^ter ift: 



=<f)- 



unb fo(g(icl^: 

y = car + c', 

ti)o Twd^ bie. iptttlürfid^en Sonftanten c, c ju beftürancti finb. — 

(iO 3Benn bic ©rengtoertl^c bon x unb y gegeben finb, fo 
f)at man bte beiben ©Idd^unflen : 

unb bte ©leid^ung »i — «0 = fällt l^intoeg, toell : 

(2.) SBenn nur bte ©rcnjtoertl^e bon x gegeben flnb, fo toirb 
bte ©teid^ung ai — a© = offenbar: 

c Wyi — Sjfo) = 0, ober c = 0; 

fo ba§ bie anbere Sonftantc e' unbeftimmt bleibt — !Cieff6 Sei* 
ft>iel gel^ört unter ben jtoeiten Sludnal^mefalL — 

(3.) 3Benn bie ©renjioertl^e bon j? unb y burd^ bte ©leid^ungen : 

yi=/i(Äri), yo=/oCTo); 

t>tttnüp^ pnb, fo l^at man jtoifd^en ben 3ncrementen dyi, dxi, Syo, 
dxo bie beiben ©(eid^ungen: 

iyi + (^) dXi = rni dxi, 
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too ref|). 771,, Wo fürfi (ar^), /o(^o) Ö^f^fe^ iP- — S)tc Oldd^wig 
«j — «0 =•' ift a(fo gleid^bebcutenb mit: 

ober: 

1 + wijc = 0, 1 + moc = 0, 

todd^c ©Icid^ungen in SSerbinbung mit bcn 4 anbcm ©leid^ungcn: 

Vi = cxi + c, yo = cxo + c', y, = fi (.Ti), yo = ^ (^o), 

jur ©eftimmung bcr 6 Unbefannten: 

Vii ^u Vof ^of c, c' 
genügen. — 

©eif»)iel 2. 

31. 3Jian foU bie gorm ber Function y flnben, tocld^e ba«3n* 
tegral: 

}u einem äßa^imum, ober S0>2intmunt mad^t — 

3n biefcm gaöe ift F=/'(y, ^^j folgßd^ na<i^(6),@, 60: 

ober loegen: 
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alfo: 

ober toenn bcr ©^mmctric ipcgen c = a» gefegt ipirb : 

S)iefe« ÜDiffercntial gd^ört offenbar in bic Äfoffc ber f. g* binomi^ 
fd^en ©ifferentiate bon ber gorm: 

inbem Jcfet tft: 

m' = i, n = 2n, j>' = — i, q =^ 2. 

5Wun ift aber Belanntßd^ ber 3[u6brud: 

IL' 

mtegrabel, toenn: 

f ff 

-T =», Ober —r + -, = », 
n n q 

b. 1^, eine ganje ^affl x% loorau« leidet erl^ettet, bag: 

integrabet tft, loenn ber SBertl^ bon n irgenb ein ®Iieb ber SReil^e: 

U h h h &c. 

ift — S)a bie gäUe n = 1 unb n = i fpäter toieber borfommen 
toerben, fo tooüen toir und je^t nid^t weiter babei aufhatten, &> fei: 

^ _ 1 ^ ^ _ Q^^y . 
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unb »an fe^e: 

fo »irb: 

5Run ift aber: 

a(fo: 

unb enbtid^: 

& fitib nun nod^ bic Sonftanten ju bcftümncn* 

(1.) aBenn bic ©tcnjipertl^e öon x unb y Bcibc gegeben fbib, fo 
^ai man }ur ^eftbnmung ber @onftanten a. unb c bie Betben ®(ei^ 
jungen: 

Xo + c=z -^ .[yo^ ^ (yoi — ai) -}- ail {jfoi + /(yo*— ö*)|]- 

(20 aSenn blo« bie ©renjtoertl^e bon ar gegeben finb; fo ift We 
©leid^ung ai —«0 = äquivalent mit: 



y 



I* 
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dg 



dx 




= 0, ,. \.,. h=o. 



©iefen ®(eid^ungen toirb genfigt burd^: 

„=0,^ = 0,.b<.(f)=0,(f)^=0, 

Die erfte 5lnna]^nte gibt offenbar a = 0, toeil bie allgemeine 5luflö^ 
fung fonft unntögßd^ toäre* Slber »enn a = ift, fo ift offenbar y = 
bie einjige Sluflöfung, toetd^e bie ®(eicbnng geftattetj benn toenn y 
nid^t = toäre, f o mü§te ar + c = 0, nnb mithin : 

af| -|- c = 0, aro + c = 0, ober Xi = Xo, 

fein, toa« nid^t mögßd^ ift, — *) !Die jtoeite Slnnal^me gibt y^ = yo 
= a, toeil ber SBert^ — a offenbar unjuläffig ift — 9iad^ ber aVi^ 
gemeinen Sluflöfung ift alfo: 

a:^ -[- c = ^ alüf o:© + <^ = i öZa, 

unb mitl^in Xi = oro, toa« toieber unjntäffig ift — 3n biefem gaUe 
geftattet alfo bie Stuf gäbe leine enbüd^e 5lufl[i5fung. — 

(30 aSSenn bie ©rengtoertl^e xo, y© «nb Xi gegeben finb, fo toirb 
bie ©feid^ung ai — «0 = offenbar «o = 0, ober jto + c = 0, toaö 
in 35erbinbung mit ber ®(eid(^ung: 

ari + c==: -|--. [vii/ (yit-- a5) + aJ? {y^i + /(yi* -- a*) }J 

jur SSeftimmung ber ßouftanten a unb c genügt — 



*) 3Äan braud^t öon bcn Gleichungen: 

feine in iBetrad^t %xl gtel^en, todl au9 bem grünem fc^on erl^ettet: baß koeber 
y, 3= nod^ yo » fein lann. 
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(40 SBcnn bie ©renjtpertl^e bona: unb y burd^ bie ©(eic^ungcn: 

Vi = /i (^i)^ »0 = fo ixo), ober dy^ = midxi, dyo = modxo 

bcrlnü))ft finb, fo tft bie Oleid^ung ai — oo = gteid^geßenb mit: 
ober toenn man für V unb P^ il^re SBertl^e fefet unb rebucirt: 



. + ».,(*)_=0.. + ™.(&)=0.. 



) 



©eif^jiet 3^ 
32. 5Die gorm ber Function y ju finben, toeld^e ba« Sntegrol: 

dhj 



J ^0 



dx^ 
dx 



JU einem SWajtmum, ober SKinimum ma^t — 

35a j: in F nid^t t^cpMtt borfommt, fo mug man bie gormel 
(J?) antoenben, loetd^c in biefem gatte ift: 

dx dx* dx dx 

unb toegen: 

fy d^ 

dx dx^ dx 

d^y 



dPo . dx'^ 



cte ^ dy 



2 f 



dx"* 



*) Segen ber geometrifd^en 3nter:(}retation biefer ®(eid^ungen t)crg(. Stop, 
IV, »0 eine attgcmeinerc SCufgal&e unterfuc^t »irb. — 



69 
totrb: 

looroud burd^ Integration folgt: 

y» = ca; + c\ 

5Da biefe (Stetd^ung nur jioci arbiträre Sonftanten entl^äft, fo ift cd 
im Slügemeinen nid^t mögtid^, mel^r ate gtoei ©feid^ungen bamit ju 
genügen; fofgüd^ fann aud^ ber ©(eid^ung a^ — oq =0, toeld^e öier 
(Sleid^ungen im Slügemeinen äquibatent ift, mittetft biefer beiben toiU* 
türtid^en ßonftanten nid^t ®enüge geleiftct toerbcn. — 3n ber 2^^at 
gel^ört auii bie je^ige 5lufgabe unter ben Studnal^mefall (1) in 9ir, 
28* Dbgteid^ nun in getoiffen gätten bie ©(eid^ung «^ — ao = 
nur jtoet ©leid^ungen gfeid^geftenb ift, fo ift ed bod^ nid^t mögüd^, 
berfelben burd^ einen enblid^en SBertl^ bon y ju genügen, toie fid^ 
au^ einer naivem Unterfud^ung ber berfd^iebenen einjetnen gätte er^ 
gibt, — 

(1.) aBenn nur bie ©rengtoertl^e bon x gegeben fmb, fo ift bie 
©teid^ung «i — «0 = offenbar gfeid^bebeutenb mit: 

(^^-^).=ö' (^^ - ^)r'' ^^^^'=^' ^'''^'-''^ 

unb loenn bie SBertl^e bon P^ P2 fubftituirt loerben; fo ergibt fid^, 
bafe fid^ biefe bier ©leid^ungen auf bie jtoei fotgenben rebuciren: 

Vi = 0, 3/2 = 0. 

au« ber allgemeinen Slupfung folgt l^iemad^: 

cxi + c' = 0, cxo + c' = 0, 

toeld^en ©teid^ungen nur burd^ c=:0, c' = genügt toerben lannj 
unb mitl^in ift bie einjig möglid^e Slupfung ber Slufgabe: 

y = o, 

tt)oburdb atfo baö gegebene beftimmte Sntegral aud^ = toirb. — 

(20 333enn beibe ©renjtoertl^e bon x unb y gegeben finb, fo re^ 
bucirt fid^ bie ©leid^ung ai — «o = auf : 

(PaX =0, CP2)o = 0, ober y, = 0, yo =0, 
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totläftn ©(eid^ungen alfo nur genügt tperben lann, toma j[eber ba 
beiben ©renjtpertl^e bon y = ift , in midftm gallc btc Slupsfung 
» = Oift. - 

(30 SBenn bie ©rengtoertl^e bon a: unb y burd^ bic ©leid^migcn: 
dyi = niidxi, dyo = niQdxQ 
bcrinüjjft finb, fo geben bie ©(eid^ungen : 

(P.)i=0, (P2)o = 

ipieber : 

yi=0, yo=0, 

fo bag atfo biefer gaK auf ben bor^ergel^enben jurüdgcfül^rt ift, unb 
bie Slufgabe lieber nur bie 5luflöfung y = geftöttet — 

«eif^jiet 4 
33. ©ie Function y fo ju beftimmen, ba§ ba« Sntegrol: 



f:i»-v(-+Ä)!- 



ein aJJafimum, ober aRinimum toirb* — 
3n biefem gatte ift: 

,3 



''=»-V('+fr)- 



P — __ °^ 

unb ba ar in F nid^t ejc^jücite borfommt; fo l^at man nad^ ©♦öO (6): 

ober: 



-VOh-^)=-^^^-- 
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^ierond folgt burd^ dtebuctton: 



o-')\/(^+-Sh" 



^^ ^^ (y-c)dy 



olfo: 

vnb tt)emi man integrirt: 

Dtefe ©letd^img befthnmt bie Sonn ber Function y, unb l^infid^tßd^ 
bcr S3eftinunung ber (Sonftanten c^ c tDoQen n)tr bie berfd^iebenen 
dniebien SSQe burd^gel^en. — 

(10 ffienn betbe ©reniioertl^ bonx unby gegeben finb, fo ift: 
cteo = 0, diri =r 0, Äyo = 0, dy^ = 0, 

bie ©tetd^ung ai — «0=0 berfd^toinbct fotgfid^, unb bie toHIMriid^en 
(Eonftanten c, c' kperben burd^ bie ©leid^ungen: 

(yo - «)' + (a:o — W' = aS 

befliimnt, toeld^e bnrd^ ©ubftitution ber ©renjtoertl^e Xq, yo^ «i, yi 
in bie attgemeine ÄufWfung entl^olten toerben. — 

(20 fficnn bie Orenjtoertl^e bon x gegeben finb, toäl^renb bie bon 
I unbeftinnnt bleiben, fo ift bie ©teid^ung «i — ao = in biefem 
Solle gleid^bebentenb mit: 

(Pi)o = 0, (Pi)i=0, 
unb toemi man für (Pi)o, (POi, i^&re SBertl^e: 

^ \ / ^y. 

dx \ I dx 



— a — — r^ , — a 



v/o+fo: M'+i^v; 
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f^*J f<^ &^^^ W^c ©Ictd^ungcn : 

jTo — & = 0, 

5Da biefc beiben testen ©teid^ungcn nur eine totUIfirfid^c ßonftante 
6 ent^aüeu, fo fann benfctbcn offenbar nid^t genügt toerbett, unb bo« 
ijorgelegte Sntegral geftattct mitl^in in biefem gatte »eber ein SWafi* 
mnm, nocS) ein 3Rtnimum. — 3n ber Z^at gel^ört btefe^ Seiflpiel 
unter ben Stu^nal^mefaü (2) auf ©• 55. 

(3.) SBcnn bie ©renjtpertl^e bon x unb y burc^ bte ©teid^migcn: 

yo = fo (^o); 

cber: 

rfjo = Triodxo, 
dy^ zrzmidXi 

i)erbunben finb, unb man fefet für Vi, Fo ♦ ♦ . J&re SBertl^e in bie 
©leid^ungen in (4) in SWr. 27; fo ergibt fid^: 



».-V('+I^)-('".-t);77f7^=»' 



. 



dyo 



»»- V(' +^>»(— ^)^^7^) = ''= 



ober burd^ SRebuction: 



»v('+a4)-<"('+-^)=»' 
*^('+t7')-°('+"«if)=»- 

©ulbftituirt mon ferner für^, ^ i^re burd^ iDifferettjireit bet 



dXi dXi 
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aUgemeinen SlufKSfung gefunbenen ^Skttfft, unb rebucirt; fo erl^ott 
man enbßc^ bie beiben ©(eid^ungen: 

« + C^i — ^) ^i = 0, 
c + (aro — &) »Wo = 0, 
toücfft nebft ben 4 ©(eid^ungen: 

(yi-cy + ixi " by = a^. y, =/\ (x,), 

jur Seftiramung bcr 6 ®rögcn: 

^1} yu ^of yo> K « 

l^inreid^cnb finb. — 

Aufgabe IIL 

34, SBenn: 

U=V+ P Feto, 

y ton bcrfclbcn Sorm, tpic in Slufg, II unb: 

ift/ bic gorm ber Function y unb bie ®renjh>ctt^c Xq, Xi fo ju U^ 
ftinunen, bag Z7 ein äRafimum, ober SKinimum loirb, — 

äuflöfuttg* !Da bie aUgcnteine ©teic^ung: 

b(o« au^ ben unter bem Sntegraljeid^en ftel^cnben ®(icbcm gebitbct 
ift, fo ift fte offenbar biefclbe, ipie in ber ijorl^ergel^enben Slufgabc, 
unb tt)ir bjaud^en be^^alb b(o« bie fid^ auf bie ©renjen bejiel^enbett 
®(ieber ju betrad^ten* ©efet man: 

dV = 3fdxo +N'dyo+P',d (%)+ &c. + P«'^(0-)^ 
+ M"dx, + N"dy, + P'\d(^^)+&c. + P'Vt?(0)^, 
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fo ift leidet eingufe^en, ba^ bie in DU to>egen V' j^fatgitfoiimtenbcn 
©lieber folgenbe finb: 

«■^.+''''».+''.(f-).+*«-+^'(^. 

5Die ßnfe Seite ber ©leid^ung «i — a^ = h>irb bol^er tm 
biefe ©lieber termel^rt, unb ha fie offenbar ganj i)on berfetten gwm 
|inb, ti)ie bie bereit« öorl^anbeuen ©lieber; fo bleibt bie Sel^anbdtng«^ 
Ujeife ber neuen ©Icid^unfl in ben öerfc^iebenen borfommcnben gfitten 
anäf biefclbe, \\>k fröi^cr. 9?ur eine toid^tige öemerfung ift l^inguju* 
fügen, nontlic^ bie : ba§ nadf ben frühem öctrad^tungen bie äilSgtid^« 
feit, ber ©leid^ung: 

Dü = 

ju flenügen, babon abl^angt: bag bie Änjal^t ber in ber ©leid^ung: 

«1 — «0 = 

öorfommenben inbe^)cnbenten Sncremente im Äßgetneinen bie 
Slrijal^I ber in bem aügemeinen 3ntegrate ber ©leid^ung: 

torfommenben arbiträren ßonftanten nid^t übertrifft — 
SBenn alfo ein gaü öorlonunen foMte, U)o bie Slnjal^I biefer 3ncre* 
ntente größer h)ärc, atö bie Slnjal^I biefer ßonftanten; fo Knntc of* 
fenbar ber öebingnng: 

niäft mcf)x genügt toerben. — 9Jun ift aber in bem borßegcnbcn 
gaMe bie Slnjal^I ber burd^ V' eingeführten unb ftd^ auf ^ic untere 
®renje bcjiel^cnben Sncremente: 

*"»' ^'-f^'Kdx Jo"'\ dar«/„' 

offenbar = »' + 2, unb bie Slnja^l ber fd^on in «„ borlontmenben, 
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tid^ auf bicfct6c ©rcnjc Bejiel^cnbcn 3ncrcmcntc i\t, tote fd^on ,frü^er 
bcmerft toorbcti, = n + 1. 

^enn olfo: 

n+2>n+i 

ober: 

ift/ fo 8«f^<*rt bic «ufflaBc leine 88fung - unb fi^nlic^e ©d^Iüffe 
geöen ]^tn|id^tKd^ ber obern ©renje. — SBcnn alfo bie neu l^injuge* 
fügte ®t5§e y einen 5DifferentiaIquotienten bon einer l^ö^ern att 
i)on ber (n— l)ten Orbnung entlaß, fo geftattet bie borgelegte 
gunctlon ü toeber ein aWay imum, noc^ ein aßinimum. — 

&a gaß l^ierbon ift fd^on ©. 54 angcfül^rt, too gejcigt tourbe: 
baß; n>enn V eine lineare Function be« 1^5 duften barin borlom* 
menben Differentiafquoticnten ift, ba« Sntegral: 



i 



Vdx 



auf bie gorm: 

■\ 

gebrad^t toerben fann, too ^i, y© 5DiffcrcntiaIquotienten entl^aften bon 
berfelben Drbnung, atö bie be« l^o duften in y' borfommenben ÜDiffe^ 
rentiafquotienten. — 3n biefcni gaüe ift alfo: 

unb eö ift, toie totr fd^on früher gefeiten l^aben, nid^t möglid^, ber 
® leid^ung : 

ju genfigen* — ©eif|)iele l^ierbon toerben in Äa^. 4 borlommen. Da 
aber bie ©el^anblung^tocife j[cbc^ oorlommcnben gaüe^ ber in Slufg. II 
äl^nlid^ ift, fo tooöcn »ir I;icr nur ein S3ci[})ic( bc^ ckn crmäl^nten 
Slu^nal^mefaüe« burd^fül^ren, l^au^tfäd^fid^, um feine *3bentität mit ci^ 
nem frül^er bel^anbcßen gälte barjutl^un* — 

S5ci[»)ier. 
35. e« fei: . 
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f. Ift: 

©ubftitutrt man nun bic SBcrt^c t)on V unb Pi in bic ©Icid^ung: 

fo erftibt fid^ m4 bcrrld^teten Sicbncttoncn: 

cbcr intcgrirt: 

y» = ca; + c'* 

^infid^tfid^ ber augerl^alb be« Sntcgtalieid^cn« ftcl^cnben ©lieber ^ 
man offenbar: 

«1 = V,dx, + {(Pi)x + A"l«yi + P'i (^)^ , 
5Knn ifl a6er: 

(P,)i+ivr'=-nyi-'. 
fjemct: 



P'i^ 
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n 



'dM\ ' 



* \dx )i \dx /x 

olfo: 

\dx)i 
©cnfo ergibt ft(i^: 

S5ergletd^t man nun bie SBertl^c ton «i, or© mit benen in ffleifj)id 
3 in S«r. 32, f o fielet man leidet ein, ba§ bie ßoeffidenten Don : 

in beiben gäüen ibentifd^ finb, unb ba aud^ bie aügemeine SlufÖfung : 

y^ = cx + Cy 

mit ber in ©eif|)iel 3 ibentifd^ tft; fo fmb a\x6) bie bortigen ©d^ffiffc 
in bem gegentoärtigen gaüe antoenbbar, unb folglid^ gcftattct aud^ bie 
iefeige Slufgabe außer y = leine Slupfung. — 

®ie Sbentität ber beiben Slufgaben ef^eüet aud^, loenn man nad^ 
ber euler 'fd^en aWet^obe (®. 53) jeigt: ba§ ber 3lu«brudt bon U 
in Seif|)iel 3, nämlid^: 

d'^y 



J ^o 



dy_ 
dx 



auf bie gorm: 



».■'(Ä),-'--'(t).-"jf»-S'S'^ 

gcbrad^t »erben fann. — ©c^t man ju bem ^totdv. 
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<P9 



unb biffermstrt l&eibe (Seiten btefec ©letd^^ fo er^ tnon: 

* dy dx^ dy dx^ d^dx^^'''' ^^* 

dx ' dx 

©euer giM bie ©leid^fefeung ber 6oeffldenten »Ott |[ ■ : 

dq> 3f" 

^ dy_~'di* 

dx dx 
toorou« burd^ 3ntegratton fotgt: 

9 = 3ri^ + /•(*,»), 

inbem ^ eine arbiträre Function ift — 

©ul&ftitutrt man biefen ^Bktt^ in bie übrigen @(iebet bec 
®(ei(i^ung (6), fo erlitt man: 

f otglid^ : 

J * tp'dx = - nj^ r~^l^dx^fCxi,y,) + f (ar., y,). 

SScnn man aber bie %ßcrt^e 0^1,2^1 nnb Xq, y^ fuccefftbe in: 

9 = 2r^ ^ + /'(*> y) 
fubftitutrt, fo eri^ött man: 

9. - flPo = yi' ^ {%)^ — vo' i (^) + /■(*!» yi) - /■(««. »0) 
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rnib ed ift trtitl^in enbßd^: 

J ^ y -^ rfa: = 9i — SPo +J ^ 9 ^ 



dx 



«ufflaBc IV. 

17= r* Feto, 
unb: 

''='■1''»' ä-S?' '•»»•'(§).-(0-).' 

ifl; bic gimn bct gmictton y unb bic ®rcngtt>crtl^c x©, x, fo ju Bc* 
ftimmen: bag 17 ein SDiafimunt; ober iDiinimum n)itb. — 

9[ttf(8fttng. S)ie aUgemeine ©(eid^ung: 

Dtr=0 
tottb in biefem gaöc («a<). 2, «ufg. IV): 

h+/:h-»-'@)+'.(0)+*«H^' 
+ [- ''»+£l'"+'«(SX+'«(s?) +*'=)hK 



80 



). 



+j(P.-*.,,,+/\^j(Ä)-jcP.-*e.,.-j;;^,^j(^ 

+ &c. 

uttb tocnn man biefcltc, toie in Äufg. II, auf bic gorm brmgt: 

«1 — «0 + I 'ßSxdx = ; 

fo ift junäd^ft ttar: bag ß baffctbc ift, toic früher, unb bag mithin 
bic gorm ber allgemeinen ÜDifferentialgfeid^ung, toeld^e bie gorm ber 
Function y beftimmt, burd^ bie Slnnal^mc: ba§ V bie ©rcnjtocrtl^ 
bon: 

entl^Sft, nid^t geanbcrt toitb. — 

gemer |inb bie in a^ — «© entl^aftenen ©lieber nod^ j>on ber* 
fel6en ^efd^affenl^eit, tpie in 9(ufg. II, inbem fie in ber Xffot Stdl^ 
ton ber gorm: 

bilben, too: 

Alf B\y Cj, &c., ^0^ Boj Coy &c 

ßonftantcn finb. — 

Denn in ben Sln^brücfen: 






h)irb bicfclbc Ädrou^fefeung imai)i, h)ie in SBejug aufl 
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itnb bic übrigen Soefpcicntcn ber Jjcrfd^icbcncn in «i — «o borfom* 
menbcn Sncrcmcntc in Slufg. II, n&miidf bie äJorau^feftung: ba§ bcr 
oud ber ©teid^ung: 

l^ergeleitete SBertl^ i)on y in fii, iio, &c. fubftituirt ift. — 3ft biefe 
©ubftitutton gemad^t nnb bann bie bcftintmtc Integration au^geffil^rt, 
fo toerben bie ©lieber: 



»0 J 'o 



conftant — 

hieran« erließet nnn: ba§ bie fflel^anbtnng^toeife ber ©leid^ung: 

DU — O, 

in ben t^erfd^iebenen t>orfonnnenben gäüen ber in änfg. II ganj äl^n- 
üäf ift — nnb bie fflefd^ränfnngen l^infid^tlid^ ber 3»öglid^!eit ber 
Slnfgabe finb benen in Stnfg. III analog. — SBenn nämlid^ n ober 
n" > n — 1 ift, fo ift offenbar bie Slnjal^I ber in «i — «o enthalte* 
nen toiUIürfid^en Sncremente größer, atö bie Slnjal^I ber inbem aügc^ 
meinen integrale ber ©leid^nng ß = Dorlonnnenben arbiträren ßon- 
ftanten, nnb e« ift ntitl^in im Slßgemeinen nid^t mögßd^, ber SBebin^ 
gung 7)Z7 = jn genügen* — 

$ieran^ unb an« ber torl^ergel^enben änfgabe f daließen h)ir alf o : 
ba§ ber Än^bmdt: 



■+/: 



'1 
Vdx 



im äügemeinen toeber ein SKajimnm, nod^ ein 3Rinimnm geftattet, 
toenn F, ober V irgenb einen ber ©renjtoertl^e eine« ÜDifferentiat 
qnotienten öon y entl^äft, toeld^er Don einer gleid^en, ober l^B^ 
l^ern Orbnnng ift, atö ber in Y i)orfommenbe l^öd^fte allgemeine 

ÜDifferentialqnottent ^-, — 

änmerfnng. 2ln« ber aügemeinen Unterfnd^nng in 2(nfg. II, 
III nnb IV fielet man : baß, loenn iebe ber ©ebingnngen ber 2luf gäbe, 
ober bie jn einem aWay imnm, ober aßinimnm jn mad^enbe gunc^ 
tion bie ©renjtoertl^e öon ÜDifferentialquotienten bcr gnnction y Don 
einer 1^ altern oI« ber (n— l)ten Drbnnng entl^ott, bie 35ariation«^ 

6 
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ted^mma feine ?luflöfmig ju geben fd^eint. — ERan foim bc«^ tk 
ganj natürüd^e grage fteUen: ob fold^e aufgaben fibetl^aul>t eine 
Slupöfung geftatten? — ÜDie Slnttoort l^icrauf ift Idd^t, toam mo» 
bcuierft: ba§ bei bcr obigen oßgcmeinen Unterfud^ung gcmifd^tc 
Functionen ftillfd^tocigcnb au^gefd^Ioffen finb; benne« ift immer t)or^ 
auögefejjt: baß bie Function y für attc SBertl^e be« x tyon x^Xq 
bitS^ x = xi incl biefelbe gorm be^öft. — ÜDie grage ift bal^er 
nid;t: ob unter beu 33ebingungen bcr Slufgabe ein gegebene^ Sntcgral 
irgenb ein 3)? a je im um, ober aJiinimum geftattet, fonbem ob bcm* 
felben ein folc^er 9öcrtl^ ertl^eilt toerben fann unter ber SBebingung: 
bag bic gorni bcr gunction y ungeänbert bleibt? — Stufgabc« 
ber ijorl^in betrad^tcten ^rt laffen eine fold^e äuflSfung nid^t ju. - 
Slbcr locnn gemifd^te Functionen geftattet »erben, fo toirb bieSOti^' 
tid^fcit bcr i'öfung lieber ^ergefteßt — !Dicfc^ tagt fid^ geometrifc^ 
Dießcid^t nod^ bcuttid^er mad^en. — g« fei g. ©.: 



"=<-. * t)- 



xmb stoifd^en jtoei gegebenen fünften A, B eine Sinie i)on folc^cr 
Scfd^affcnl^eit ju befd^reiben, ba§ bie !j)iff erentiafquoticnten : 

dy d^y d"*y 

an icbem bicfer fünfte gegebene SBertl^e l^aben unb ba6 beflimmtc 
Sntegrat jTWo: ein äÄajimum, Dbcr äJünimum toirb. — 

!J)ic göfung biefer 2lufgabe mirb burd^ eine gemif d^te Sinie ge*' 
geben, loeld^e beftei^t: 1) au« einem enblid^en ©tüdEe, toeld^e« ber 
®Ieic^ung : 

dx 

genügt, unb burd^ bie fünfte A, B gel^t, unb 2) om^ jtoci unenb*^ 
lid^ Keinen Sl^eilen in A unb Bj toetdi^ ben anbem ©ebingungen 
ber Slufgabe genügen. — 

Söenn g. SJ. bie lürgefte ßinic gefud^t toürbe, toeld^e burd^ bk 
fünfte /l,^ gel;t, unb jtoei gegebene Sinien, berül^rt; fo toüxbc bie 
3lufgabe burd^ eine Sinie gelöft, toeld^e au« einem gtoifd^cn il unb £ 
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ßegenben gerabüntgen ©tfide l&eftei^t, iai bon stoet ittteiibüc^ 
ft ei nett ßtementen tegrenjt totrb, »etd^e bic gegebenen l'intcn bc^ 
rfil^ren. — 



«eif^Jiel. 



37. ea fei: 






unb a eine gegebene JJwnction i)on oti, y,; man [oK bic gorm ber 
gunction y fo beftimmen; bag U ein SKafimnm, ober 3)iinimum 
totrb* — 



8luf(öf unfl. 35a in biefcm gaüe V eine Function bon y, , 



iftj aber x nldft ^Mtt entl^ält; fo f)at man nad^ (&) ©eite 60: 
e^ ift aber: 



alfo burd^ ©nbftitntion : 

v/('+|i) 



dar* 
= c + 



•"'•->" V(.-„v(.+i;)' 



ober rebucirt: 



l=e/(a-,)V(l + |^)> 



Ober -^- = 6 gefctjt nnb für J^ auf gelBft : 
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am 



^ic[c ©(ctd^ung (ägt fid^ kidft integriren; tomn maa fe^t: 

a — y = 6 cos'ö, 

unb gibt: 

x+b'=b arc cos y/^^-^L»^ + ^{& (a _ y) - (« ~ y)« j. 



(D 



too nun noc^ bie Sonftanten 6, b' in bcn i>crfd^iebcnen gäöcn ju bc^ 
[timnicn finb. — 

1) SBenn bie ©renjtocrtl^e bon x unb y flegcbcn finb, fo ift 
a offenbar eine ßonftante, unb mitl^in bie Huf gäbe bcn bcr Slufg. 11 
in leiner a3cxiel^ung berfd^ieben. — SlKe ©lieber ton ai — oo ber* 
fd^tt)inben bon felbft, unb bie Sonftanten 6, &' toerbcn toie in 8lufg. 
II burd^ ©ubftitution ber gegebenen ©renjtocrti&c bon x unb j in 
bie aügemeine SluflBfung beftinnnt — 

2) Sßenn bie ©renjloert^e öon x gegeben pnb, tooi^renb bie 
i)on y unbeftimmt bleiben; fo ift nad^ SWr, 13, todl a blo^ eine 
Function Don Xi, yi ift: 

«1 = [^1+ J^* j^i+'^i {%)^ ^dx^x, + j(A)i +J\ dx\ Jyo 

«0 = ^o«?aro + (Pi)o<^yo> 

ober U)eil bie ©renjloertl^e oti, xo fifirt, alfo darj =0, daro =0 

finb: 

«I = lcPi)i + ( * ^i^^l *yi> «0 = (^i)o*yo- 
©ie ®(eid^ung «i — «o = ift bemnad^ gleid^bebcutenb mit: 



9?un ift aber: 



(Pi)i + r ndx=:0, (Px)o = 0. 

J '0 



_dV_dVda__,da[ V\ '^ dx*' ) 
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tocnn man bicfc ©crtl^ ton (PJi, (P|)o, vi in bic obigen 
(eid^nngcn fnBftitnirt; fo pnbct man leidet, ba| bic jtocitc gleid^* 
beutenb ift mit: 

(-2-)=aober,o-a + ^ = 0, 
iwib bie evfte mit: 

ober für ^ f einen au« (ff) genommenen SBertl^ fubftituirt: 

@e^t man femer für dx feinen Sertl^: 
fo erl^ält man: 

unb loirb biefer SBertl^ in (K) gefegt; fo folgt toegen: 

yo — ö + 6 = 0, 
Uidft: 

^C-i^)0-|)=o. c« 

Diefer ©leid^ung loirb genügt, toenn man: 

b — a + y^—O, 
ober: 
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du . 

fcfet. — 5Dic erfte bicfer bciben ©tcid^ungcn gibt: 

Sfi = »0 =5 o — 6, 

unb n)eun man biefcn SBettl^ bon ^i in bie attgemeine äbtpfmtg (i) 
fe^t; fo finbet man: 

Xi-^-b' = h arc . cos . 1 = 2inb, 
ebenfo ergibt pd^: 

OTo + 6' = 6 arc . cos . l =• 2t nb, 
nnb folgßd^: 

. a?i •— Xq w t'ari — ixp 

Da bic gorm fCxi, yj) ber gnnction a gegeben ifl, fo ergibt m 
il^r SBcrtl^ an^ ber ©leid^nng: 

SBenn ber jtoeite gactor ber ©leid^nng (L) gleid^ 5Rn(I ge{e^ tturb, 
fo fielet man leidet ein, bag man jnr ©cftimmnng ber ttnöfftriid^ 
ßonftanten &, 6' bie ©leid^ungcn l^at: 

Xo + 6' = 2i'3r6, 

oTi + 6' === 6 arc . cosy^(^^::i3^)+i/{ Ko •- yi) - C^^ 



too jfi bnxdf bie ®(eid^ung: 



dyi 



= 1 



gegeben toirb. — 2Bir brand^en nn^ übrigen^ bei biefem Sb^piäit 
l^ier nid^t länger aufjnl^atten, toeil baffelbe bei ben med^anifdjcn 
äntoenbnngen ber SSariation^red^nung toieber bcrionunen toirb. — 
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aufgäbe V. 
38. {Benn y eine Function k>ou x x\t, \0Ql(Sfc bcr C^lcic^uitd: 



-/: 



Vdx-0, 

gcttügt, iu beftfanmen, U)e(d^e ipeitere Skbingungen crforbcr(ici^ finb, 
bomit bet S3ert]^ be^ beftimntteit 3ntegra(c« n)irF(id{^ ein 9){a(i^ 
mutn, ober SDtinimum toxtt, fo u>te ein ftd^ere^ iuitcrium jur 
Untetfd^etbung bed aitafiniumd bon beut ^J){tntmuut jn fiubeu. 

5Die 88fung bicfer Aufgabe, »cld^c eine ber fd^toierigften ber 

ganien 35ariation«red^nung ift, mu§ mitJRcd^t 6. (S. 3. 3acobi iu^ 

gcf daneben toerbcn. — ©enn obglrid^ öegenbre, unb fpäter Va- 

grange, btefe(be Aufgabe unterfud^t unb aud^ t]^ei(u>eife getöft i^a^ 

ben; fo finb il^re SKet^oben bod^ mit fold^en ©c^toicrigfciten bcrbun* 

bcn, ba§ fie |)raftifd^ faft unbraud^bar finb. — ffleibe große 

©eometer l^aben aUerbingd ein Kriterium gefunbcn, looburd^ bad 

aRajimum bon bem SWinimum unterfc^ieben toirb — fo h)ie eine 

btr SSebfaigungen aufgeftellt, toetd^e gurSfifteng eine« SMajimume, 

ober STOiniOTum« erforberlid^ ift; aUein biefe ©ebingung, obgleich 

notl^ioenbig, ift bod^ nid^t l^inreid^enb, unb ba« SJcrfal^ren, n)0^ 

bonl^ pc biefen STOanget l^aben erfe^en tootten, l^ängt bon ÜDifferentlal* 

^^ungcU; ober in lefeter 3tiftang t>iefniel^r t>on Ungleid^^eiten 

ab, }U bereu Integration fie lein SBWttel angegeben l^aben. — Diefe 

loefentfid^ Südfe in ber X^eorie ber SDta^inia unb SRinima ift 

bunl^ bo« 9Serfa]^ bon 3acobi, U)e(d^e« U>ir nun au^einanber^ 

fc^cn iDoHen, bottftfinbig aufgefüllt — *) 

39. 3m SBorl^crgel^enben l^ben toir gefeiten: baß bie gorm 
ber gunction y, toetdfe einem äWafimum, ober SKinimum eine« 



gegebenen beftimmten dntegroled i 



*) 2)te Ortghialaffl^anblnng Don 3acoBt finbetman ht CreUe*« 3out^ 
1^ ^. 17, e. 68, ober in Lioavelle's Joanuü, Tom. HI, pag. 44. — 
S>er IBerf. biefed ^^xhw^ t>erbanlt namentlich ber felftr tüd^tigen 9(blftanblung 
ton Delannay in Lioaville's Jonrnal, Tom. VI, pag. 209 fel^r t>iel, 
todi^ glei^fam eine toeitere (Snttotcfelun.q t>on 3acobi'd (Sntbecfungen ifl, 
unb um f to&nfc^endtDettl^ec xoax, a(d bie ^bl^anblung ton Sacobi fel^r 
turj ge[a|t i|l. — 
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fcrentiatgtcid^ung Bcftbnmt h>{tb, beten Drbnung bot)t)eIt {b 
l^od^ \\t, aü bte be^ ffidf\ttn m V borlommenben iCifferentialqiUM 
ttenten bon y. — !Der fo beftinmitc SBcrtl^ bon y ift bal^cr bon bcr 
gorm: 

fix, Ciy C2, . . . cu), 

unb totnn biefcr SBcrtl^ in ba« flcgebenc Sntegrat fuBftttnnrt totrb; fo 
ift Mar: ba§ ber SBcrtl^ biefeö 3ntegrale^ jnm Xl^eil bon ber gorm 
ber Function /" unb jum %fftit bon ben ©crtl^en bcr bcrfd^icbenen 
ßonftanten cj , ca, . . • C2« abl^ängt — Unfcrc Unterfud^nng jerfäBt 
ballet bon felbft in jtoci Äbtl^eilungen; nSmlld^: 

1) ift ju unterfud^en: ob bic burd^ bie Differentialgleid^ung : 

bcftinunte aügeweinc gorm ber Function y für gegebene SBcrtl^ 
ber in bcm allgemeinen 3ntegra(e biefer ®teid^ung borlouimcnben 
Sonftanten ba« Sntegral Jvdx loirlßc^ gu einem SKafimum, ober 
aWinimum mad^t — unb: 

2) ob biefe SBertl^e ber ßonftanten in jebem befonbern gottc 
fo bef Raffen finb, ba§ fie für ba«3ntegral JVdx einen SBertl^ geben, 
toeld^er größer, ober f leiner ift, ate jieber anberc SBcrtl^, todd^et 
burd^ eine unenblid^ Keine Slenberung be^ Sertl^ed irgenb todäfct 
biefer ßonftanten erl^aften »erben lann? — 

5Diefe beiben gragcn finb offenbar toefentlid^ berfd^ieben, 
unb lönnen folglid^ unabl^ängig bon einanber unterfud^t tocrben*— 
SBenn man j. ffl. jeigen lann, ba§ ber 

y = fix,Ci,C2,..,cu) 

entfj)red^enbe XBerti^ bon jFcte loeber burd^ eine unenbtid^ Heine 
älenberung in ber gorm ber Function y, bei conftanten XBer^ 
bon Ci,c2,...c2n, no6f hnxäf eine unenblid^ Keine äenberung bie* 
fer toittlürlid^en ßonftanten, inbem bie gunction y biefelbegorm be* 
ft&Ü, bergrSßert »erben fann; fo ift Mar, ba§ biefer SEBertiJ Don 
jVdx ein toirflid^e« aßa^ imnm ift — SRun l^aben toir aber in 
Slufg. n gefel^, ba§, loenn bie ©renjtoertl^e bon: 

dy d^^y 
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flcgcBen finb, bic SBcrtl^e ber (Sonftatitei ate Functionen btcfcr 
©rengtoertl^e gefunbcn »erben lönnen — unb ntitl^in fmb anäf untge^^ 
feiert biefe ©rengtoertl^e gegeben, toenn bie SBertl^e ber ßonftanten 
ci , c-2, . . . C2n gegeben finb. — üDie beiben Slbtl^eifungen unferer Un== 
terfud^ung (äffen fid^ bcntnad^ and; toie fo(gt au^brücfen; 

1) 3" unterfud^n, ob bie au^ ber ©Icid^ung: 

abgeleitete gorm ber guncticn jf fo bcfcJ^affcn ift, bag fie baö 3nte^ 
grat JVdx für gegebene Sßertl^e Don: 

git einem SRajimum, ober 3Äinimum mad^t? — 

2) Ob bie auö ber ©(eid^ung: 

ai — «0 = 

abgeleiteten Jjarticulärcn SBcrt^c ber <8r8§en (m) fo bcfd^affen 
finb, ba§ fie ben entf^^red^enben SäJcrtl^ bcö 3ntegra(c0 JVdx gröger^ 
ober Heiner mad^en, olö jieber anbere SBertl^, locld^er bnrd^ eine 
unenbtid^ flelnc ?fcnbcrung einer, ober mehrerer biefer ®rö§ett 
ermatten werben fann? — 

tBur mit ber Unterfud^ung ber erften biefer beiben 55ragcn bc= 
fd^äftlgt fid^ bie eigenttid^c 33ariatlonöred^nung, n)äl^renb bie 
jtoeite in berüDiffcrentialred^nung, bei ter getoSl^nlid^cn !E^eoric 
ber SDiajtma unb Minima ber Functionen wel^rercr iube^^cubcu* 
ter SSerfinberfld^er, ^^oßftfillbig ertcbigt h)itb. — 

35ietoefent(i<i^« Sebingung für bie g^iftenj eine^ SKaft^ 
tnum^, dber SBiinimi^m« einer abl^Sngigen Dber beriü^irten 
Function u=:F.q) einer |)rimitiDen ober unabhängigen Func^ 
tion y =3= y (xi, X2,...Xn) bcftd^t, loie bereite im ©ugange biefe6 
Äapitete beuttrft n)urbe, barin: hci^ ber SEBcrtl^ (bie F<>^^m) bcat y, 
toctd^e bic erfte 93ariation bon u berfd^n)inben mad^t, aud^ \>^^^ü^ 
d^en ber gtoeitcn SSoriation bon u bon ter Form bon ^y ober ^ 
inbe|)enbent mad^t, boraujJgefefet, bag biefe Form nid^t mit irgcnb 
einer ber SSebingungcn ber äjufgabe unberträgtid^ ift. — 3n bem 
Faöe nun, toeld^en toir jefet betrad^teu, too bie ©renjtoertl^e bon: 
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dy dh, d"-«i f 

^'~dx' dir» ' • • • • (to— • 

firtrt ftitb, ift offenbar feine goim »on dy }u(&ffig, tveU^e nid^t bto 

^ebmgungen : 

,^ = 0,(-tlL)=0,*«.(^X=0, 

,„=0,(f^),=0.*.(^),=0 

genügt — S« ift mitl^tn für bie gpftcnj emc« aKajimum«, ob« 
SDJinimumö bc« bctrad^tcten 3ntegrale« burd^au« nötigte cnbig: 
ba§ ba^ Bctci^en bcr jtoeiten SSamtion bicfc« Sittegtalc« ffir jebc 
gomt bon Sy, toeld^e außer ber Sebingung in 9h:* 9 anäf bca bor* 
l^ergei^enben genügt, baffelbe bleibt. — 

gerner ift notl^toenbig: baß leine fold^e gorm bon *jf blc 
Oröße unter bem ^d^m J in ber gtoeiten SSoriotion uncnbtid^ 
mad^t für irgenb einen innerl^alb ber Sntegrationögrcngen flcgenben 
SBertl^ bon x. — 

Unb enbßd^ ift int äiifgenteincn erforberßd^|: baß leine gorm 
k>on öy, n)e(d^e ben borl^ergel^enben ^ebingungen genügt, bie }tt)eite 
SBoriation bon u berfd^toinben mad^t.— ©enn toenn bicfe jtoelte 
SBariation berfd^toinbet, ol^ne baß bie britte Variation jugleid^ 
Derfd^toinbet; fo erließet ganj toie in ber ©ifferentialred^nrnig, baß 
toeber ein äKafimum, nod^ ein 3Äinimum ftattflnben lonn* — 

40, ^nx großem Slarl^eit ber fotgenben Unterfud^ung, toett^ 
il^rer Slatur nad^ notl^toenbig eüoa« toeittäufig auöfaüen muß, tooBcn 
tt)ir bon boml^erein gteid^ bemerlen: baß eö fid^ barum l^anbeft, )U 
geigen, baß bie gn^eite SSariation bed betrad^teten Ontegroted burd^ 
tl^eiltoeife Integration auf bie gorm: 

gebrad^t »erben fann, too: 



Qn = 



(d.s^V 
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ifl;' Hflb Aj Ai, Az, ^.*A» Functionen k>on x ftnb. — 9lud btefer 
Xrondformotton erl^Qet d^bann: 

1) SJaß ba« ^tiäftn ber jtocitcn aSorlotion unb bon bem bcr 
®vi%t Qn ühft&ngit, totil ber anbete ^adov notl^ipenbig ))oftttb ift, 
fo baßolfo eine ber erforberüd^cn Sebingungen für ba« Sfiafimnm, 
ober SD'Jinimum barin befielet, ba§ ffir aOe siotfd^en xo unb ori ße^ 
genben Sßertl^e bon x ref)).: 

Qn < ober > 0* 

®cnn loenn Qn inncrl^alB ber ^ntegrationögrenjen baö ^däftn an^ 
htxi, fo lann man, toie f})äter gcjeigt toerbcn toirb, ba« B^i^^n bcr 
jtoeiten SSariötion beüebig Jjofitib, ober negattb mad^en — fo 
bag toeber ein Wlaicxmnm, no6f ein ST^inimum ftottfinben lann. 
— !Biefe ©ebingung ift fd^on bon Segenbre unb bon Sagrange 
angegeben* — 

2) Daß, loenn biefc ©ebingung erfüllt toirb, ber aBcrtl^ be« 3n* 
tegralc« ein Wlajcimnm, ober SKinimum ift, ienad^bem Qn nega^* 
tib, ober pofitib ift, borau^gefefet, baß bie @r5ße: 

für leinen jtoifd^en ben Öntegrationögrenjen tiegenben SBertl^ bon x 
unenblid^ )s>ixt> — unb boraudgcfe^t: baß lein jnföffiger Sßertl^ loon 
Sjf ber ®(eid^ung genügt: 

3) !Oaß, ym, ju entfd^eiben, ob biefe ©ebingungen crfüßt locr* 
ben, ober nid^t, toie f|)äter gcjeigt toerbcn loirb, nur bie Senntntß be« 
bodftSnbigen 3ntegra(e^ ber ©(eid^ung: 

erforberßd^ ift — unb baß ntitl^in in icbemgaüe, too man Slufg. 11 ju 
ßfen im ©tanbe ift, man aud^ bie JDWttet ju bcr ßntfd^cibung in ben 
4)änben l^at: ob bie gefunbene äuföfung ein toirMid^c« SDiafimum 
ober aWinimum ift. — 



u>cld;c 511 tiefer Uuterfiic^inig umiiiijäuglid^ uot^lDenbig finb: 

C)ülföfafe L 

•iL STi^nut /3 ter Coeffieieut Don äy unter beiu Sntegratgd^m 
in ber i^iriatiün oen Jv«/« i\t, fo fann d/J auf bic gorm: 

d/i=:/locVtf + - -j- — + ^, + &c. + - —^ 

gebrad^t toerbcm — ©enn cö ift: 



^-^- dx +rf;r'' ""*^-^ 
folglich, U)cnn man i^arürt: 

93etrad;ten tt)ir irgenb ein ®(icb: 



m 



Ja:' 

bicfcr 9tcif;c, unb fud^cn bie SSariation bou r^ nad^ bcn gelüöl^nßd^cn 
9iegdn; fo finbct jid^: % 

aber toegen: 



P«.= 



- -, , .f 9 



i[t: 



^, 93 

l-v. df« d\V 

[' ''-'dx^' "^-dx« 'dir- 



• ^. y 



\ 



::■ unb tocnn jur SlMüciung gefegt tottb : 






l fö ifcmtt ba« attgcmclnc ®fieb ber Wetl^e fiir: 
r gefd^ricben toetben: 

äBenn nun w = w' \% f o l^at bicfc^ ®fieb \d}on bie Dcriangte gorm, 
unb toenn m nid^t = m' ift; fo fommt in bem Slu^brude Don: 

dr^ 8Pm' 



dar' 
offenbar ein ®fieb: 

dr' f d'^v dru\ 



^ / d'v dru \ 2) 



dx 

bor. — 35a femer bic ©lieber ber urf^rüngfid^en SReil^e für öß ai^ 
toed^fdnb j)ofitib unb negatib finb, fo l^aben bie ©lieber (l) unb (2) 
glcid^e, ober cntgegengefe|te ^tiäfm, jenad^bent m-^m' eine 
gfrabe, ober ungerabe '^(Aji ift. Sie ©lieber ber Stetig ffir 8ß, 
mit Slu^nal^me berjenigen, tt)c(d^e fd^on bie gel^örige gorni l^aben, 
laffen fid^ benmad^ in $aare bon ber gorni: 

-^ -.dJ^'u ^, -..d"'u 

dif , dx« 



orbnen, tt)o: 
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ift — Sl6er m6f einem Zfftoxcmt ber S)ifferentiafoed^nmtg*) tcm 
ein \ol6ft» ®Uebert)aar ftet^ burc^ eine 9teil^e bon ber gotm: 

dar' + <fa-'+i +*'^ 

audgebrüdt loerben, loo m'<m ift — ^iemad^ ift otf o ber ®at 
einleud^tenb, loeit offenbar lein ©lieb bon einer ifiH^ Orbnnng ott: 



da?" 
borfommen fann. @^ ift (dd^t einjufel^n, ba§: 

ift, ti)o bad obere, ober bad untere 3^^^ fli^^ ienac^bem n ge^ 
rabe, ober ungerabe ift — ©enn ber ßoeffident oon: 

in Sß ift offenbar: 



dLR, . df^Y 



toal^rcnb ber Soeffident beffelbcn ©liebet in ber obigen Wdl^ =ii« 
ift; unb ba biefe beiben (Soeffidenten ibentifd^ fdn muffen, fo 1^ 
man: 



i4« = + 



n\2 



C)ülfdfa« U« 

42. ©enn t* eine gunction bon x ift, toeld^e ber Diffcrenjiol- 
®leid^ung : 



*) Segen be« 8e)oeife9 biefe« ^eoreme« t)ergt bie 9lote A. 
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genagt, too ^ yi^, . . . gwicHonen bon « fbib; fo ift: 

imabl^Sngtg «)cn ber Sorm «)on y i(rtegrabe(, unb bad 3ntegra( (onn 
audgebrfidt tt)erben burd^: 



/trd« = l..^+-^'- + &c + 






_ V 



too « = ^ tft, unb Bi, Bi,... Bn SuncHonen von x finb, toetd^ 
Don AttAi,... aiff&nsm — unb enbßd^ ift: 

B. = A, u». *) 

43. SBkm: 

ba« boOfitünbige 3ntegcal ber ©leid^ung /) = ift, fo ift bon a/3= 
bae boQftSnbige 3nt^a(: 

too: 

dn neued ©Aftern arbiträrer (Sotiftonten ift, toetd^e foIgHd^ unenb^ 
tid^ «ein fltib* — 



*) Segen bed Setoetfed biefed 3acpbi'f4cn ^^temed Dergl. bte 9lote 
B. 2)a baffetbe tne^t in bie dgenttid^ äntegtatre^nung gel^ött, fo ifl e9 
im 2:ei^e lUi angefft^tt, unb be; 8ela>ei9 in eine befonbeve 9}ote i^ertDiefen. — 
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'Cenn tocnn in: 

bic t>erfc^icbcncn ßotiftontcw r,, cj, •.*<?», bie uncnbüd^ Itcinc» 
Gncrcmcntc </ci, dc^, . , , dc^n crl^attcn, fo ift baö cittf})rcd^enbe 3ncrc^ 
incnt bon y: 

Slbcr ba bcr neue SSJertl^ t>on y burd^ eine nnenbttti^ Heine flcn^ 
berimg ber Söertl^e ber in y Dorlonnnenbcn toilßMid^en ßonftantcn 
aud bem frä^etn 3öcrtt;e t>on y entftanben ift; fo ift Kar: baß biefcr 
neue äyertl^ bon y axxä) ber ©ki^ung: 

'w6) fleniigt — ©efet man atfo: 

8y = /- dc^ + 3^' rfC.2 4' &C^ + -T-— dC'iny 
^ dCi ' * dC2 * dC2m 

fo ift !(ar, baß biefer 333ertlj bon <5y ber ®(eid^ung: 

genügt — üDa aber cfcj, dc^j.:. dc^n arbiträre (unenblid^ Heine) 
3ncrentente finb, fo fann \nm bafür bic (imenbfid^ Keinen) arbiträren 
ßonftantai C„ C2,..*C2« fcfeen, iDoron« folgt, baß ber SluÄbrucJ: 

ber ®(eid^ung: 

5/3 = 

genügt — nnb ba ß fin Sßgcmcinen bie ^Jßen: 

^' ie^'^d^ 
cntl^äft; fo tt)irb */J offenbar bie @r5ßcn: 
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entl^olten, fo bag ntitl^in bie ©(dd^ung: 

in ©ejttg auf dy bon bcr 2ntcn SDrbnung tft. — !Dcr obige ffiertl^ 
bon Sy entl^ätt alfo cbenfobietc arbiträre ßonftanten, ate ber Drb^ 
nung^inbej bcr ©leid^ung ©«l^eiten ^at — unb ift mitl^in baö bo(t 
ftänbige 3ntegraL — 

§ülf«faft IV. 

44. SBenn /J ber (Soefficient bon dy unter beut Sntegralseid^en 
in äü i% fo toirb bie jtoeite 93ariation d^Ü bur^ bie ©leid^ung: 

i^ ü= f" dßSydx 

gegeben. — 

ÜDenn In bem Jefet betraci^teten gatte, too bie ©renjioertl^e bon: 

dy d^y d'^^^y 
^'di' dx^^'^dx*-' 

gegeben finb, toirb bie erfte aSariotion: 

dü=^SßSydx, 

unb toenn man l^ierbon auf beibcn ©eiten bie 9Sariationen nimmt; fo 
erl^ätt man njegcn d^y = fofort: 



S^U = p 8ß3ydx. 



45. giad^bem biefe f)fllf«fa|e erlebigt fmb, looßen mir inf 
näci^ft bie in SRr. 40 angefül^rte Siran^formation Domei^men, inbem 
U)ir ber üDcutfid^feit toegcn mit ben einfa duften gäßen beginnen. — 

(1.) e^ fei: 



y-f{'. „ f ) 



98 
fo tft mäf 'Sit. 1 1 in btefem ^aUe : 

unb fo(gtt($ nad^ $a(f0fa^ I: 



dir 

6« feien Ci, C2 feie in bem aöaemeinen 3nteflrale ber ®(eid^img: 

ß = 
enti^aöenen ßonftanten, unb: 

fo »irb nad^ C^öff^f^fe HI ber ©Icid^ung: 

Sß = 

burd^ Äy = M genügt, unb mithin ift w^/Jdir mäf $ülf«fa% 11 dn 
genaue^ Differential, beffen integral bon ber gorm ift: 

d fSy 



^'d^i~f)' 



©c^t man: 

Sy = ud'y, 

iDo d'y eine anbere a3ariation bon y bebeutet, unb fuBftituirt biefen 
SBertlj in bie jmeite SSariation: 



J '0 



fo erl^ält man: 



ÖW= \'\äßd'ydx^ (a) 

J ^0 



® egen : 
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ergibt fid^ aber bur^ tl^citoeife Integration ber redeten ©eite ber 
©(eid^ung (a): 

unb ba bie ®renjh)ertl^e bon y fijirt finb; fo mu§: 

dy^ = 0, Syo = 0, 

unb fotgüd^: 

fein. — 333enn a(fo bie in bem SBertl^e t?on u Dorlomiuenben tDiß- 
lürüd^en (Sonftanten fo beftimmt »erben fßnnen: ba§ toeber uq, nod^ 
ui t)crfd^toinbet; fo ift notl^toenbig : 

unb fclglid^: 



'•— /::mi^)'- 



9Jad^ W^föft I ""^ II iP f eigner: 



d'V 



5i = uMi = — «" ^ , 



Ja:/ 

unb: 



e^Jy du ^ 

^ Sy di'y dx dx ^ 

^ u' dx u'^ ' 

unb enbtid^ nad^ ©ubftitution biefer SBertl^e in bcn bon SW: 

V'd^J 



(b) 
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46. 9(ud biefem Sbt^brutfe er]^e((et umttitte((ar, bag man nur 
bann mit ©etoipeit kl^anpten lann: bag U ein 9Wajimum, 
ober ein 3Jiinimnm geftattet, iDcnn: 



( 



dx) 



itt)ifd)en bcn Gntcgration^grcnjcn ba^ 3»^'^^^ ^i^* tocd^fctt — 
!iDena h?cnn fo(d;e 3cicl;cnn)cd;fel [tattfinben, fo bepelzt ba« 
kftimmte 3ntegra( in ()'^Ü7 au^ einer ©umme tl^eitö |)ofittber, 
tf;cilö negatibcr ßfcmente — nnb cö (ä§t fidb toe^cn ber Unbc^ 
[timmtf;eit t?on äj^ im 9l(Igemeinen nid^t entfd^eiben, ob blcfe 
Summe einen |)ofittt>en, ober ncgatiben SBertl^ l^at. — (S« mug 
a(fo unabl^ängig bon Jy, b. f;. inbem e^ gang nnbefttmmt bleibt, 
J'^t7ftet6 negatib, ober ^jofitit) bleiben, atfo and^ Qi, »am ein 
2»af,, ober aJiin. bon 17 ftattpnben foü. — *) 

3Beiter toirb jnr Sfiftenj eine« SKajimnm«, ofccr 2)tin{> 
mnm« erforbert: ba§ bie in 6'IJ unter bem 3ci<^cn J P^^^^ 
®rö§e für feinen gtoifd^en ben ©renstoertl^en ßegenben SEBertl^ j>on x 
unenbfid^ toirb. — Ob biefe SSebingung erfüttt toirb, i>bcr nl(|t, 
ergibt fid^ unmittelbar, tocnn ba« allgemeine ober boüftanbige 3nte^ 
gral ber ©leid^ung : 

^ = 

belannt ift — ©cnn otebann ergeben fid^ bic SBertl^e ber bcrfd^ic» 
bcnen ®ri5^en: 

burd^ bloße« !Differenjlrcn aW Functionen bon ar, unb toenn btefc 
Serti^e atöbann in ben 3(u«bmd( 



*) 2)er SSerf. bagegcn fud^t, iubcm er <ry = 0, -— = fcfet, gu Be* 

»cifen, baß J^e^ belic% i|)ofitib, ober negatiö Qtma<S)t öxrbe» fanit, tocnn 
«i ba« 3«i^en tocci^felt— unb meint fogar: baß rf''t^ i|)ofitito, obernegattt) 
»erbe, jena^bem Qi negatito, ober <)ofitlt) i^l — @. 



IM 



d^V /i du ^ ddyy 



bftihwrt t»erbcH; fo fle^ nnm fofort: cb m<m bie in u öorfommen^ 
R Sonfkanten fo annd^en farni, bo^ bicfer Äu^brutf für atfe jtol^ 
►en aro, a:i liegenbcn SBcrtl^e bcn a: einen cnblici^^en Sßertl^ bc^ 
tnmt, ober nid^t. — 

gnbfid^ ift jur ßftftenj cme^ SWajimnm^, ober W\mm\xm^ 
t 3l(( gern einen erf orberüd^ : bag lein jutäffifler SBertl^ Don $y 
X ©(eic^mtg: 



\ du ^ ddy ^ 

er: 

nügt, toeil nad^ ber gorm i)on m offenbar bie arbiträre (Sonftante 
^gf alten lann» — ^ieran^ erließet (eid^^t: bag ba^ betrad^tete 3nte* 
al im Sllgcmeinen toeber ein Tta^irnnm, noäf ein Süiini^ 
um geftattet, toenn fic^ u fo beftimmen (ägt : baß ben SBcbingun^ 
n: 

t/^ = 0, Mo = 

näft )oiä) ~ ttKtd ottd^ 4a^ ber ©leid^l^ett: 






fettet Denn nad^ §öff^f^fe ^ fl^öfl^ *>i^ Slnna^me 5jf « « ba 
tdd^img : 

ib rebucirt mithin bie jioeite SSariation auf 5RutL — 2Bcnn alfo 
ein gutäffiger SBert^ t?on 6y ift, b. i). mm fid^ bie in u bor^ 
tranenben loitttürtid^en (Sonftanten fo beftimmen laffen, ba§ bie 
renjtoertl^c mi=0, uo = toerben; fo flnbet im Allgemeinen 
iber ein SWafimum, nod^ ein 3Jiinimum ftott. — 

47* aSenn Qi für aße gn)ifd^en xq unb Xi Regenben SScrtl^e 
H X enbtid^ bleibt, fo ift nad^ ber gorm, auf loeld^ bie jtoeite 
Ätkäon gebrad^t ift , einteud^tenb : baß bie unter bem ^üdfm J ftc^ 
nbe @r5|e nur burd^ eine ber Slnnai^men: 



i 
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du . f. 

- - = 00 ober u = 
dx 

unenbtid^ gcmad^t iocrbcn fann — utib in 5ßr. 46 l^abcn toir gc^ 
feigen: ba§ ba« Dorgetegte 3ntcgral im SlKgcmcincn toebcr ein 9Ra^ 
(intum, nod^ ein ä)Hnimum geftottet, toenn man Ci mtb C^ {o 
beftimmcn lann, ba§ bcn ©(eid^l^citen : 

Ui = 0, uo = 

®enüge gefd;iel^t — SBciter erließet auö ber legten ber bctben ijor* 
l^ergel^cnben 93crauöfc^ungen, ba§ e^ aud^ notl^tpenbig ift: bo^ man 
biefe Gonftanten fo beftimmen fann, ba§ u für leinen jtoifd^en x^ 
nnb oTj (iegcnben SBertl^ Don ar Derfd^toinbet — 

ÜDiefe gäße (äffen eine toid^tige geometrifd^e Sntctpretation 
ju* - ÜDenn c« fei ^^ (gig* 2) eine Suroc, beren ©tcid^ung: 

ba6 allgemeine Sntegral ber ®(eid^nng: 

/3 = 

ift, unb e^ feien Ay B bie ben ©renjtoertl^en bon x, y cntfj^red^ 
ben fünfte; fo ift e^ in bem erften ber oben crtoä^nten gSßc of* 
fenbar mögtid^: jtoifd^en A nnb B eine jtoeite Snrbe ju bcfd^rcibcn, 
toeld^e ber erften nnenblid^ nai^e ift, unb berfelben Oteid^mig ge* 
nügt — !Denn e^ ift frül^er gejeigt toorben: ba§ bic Surbe, bcren 
©(eid^ung ift: 

y = fCx, ci, C2) + u, 

ber allgemeinen ©leid^ung: 

/3 = 

®enüge (eiftet — unb ba wi =0, uo = ift; fo ift ttar^ baß biefe 
(Surbe burd^ bie fünfte A, B gel^t. — 

3m jtoeiten tjatte fann man offenbar burd^ A unb einen 
gtoifd^en A unb B ßegenben $un!t C (gig. 3) eine gioeite ßuröe 
(egen, tpeld^e ber erften unenbtid^ nal^e lonrnit unb ber oBgemcinen 
ÜDifferentialgteid^ung genügt. — ÜDenn feftt mwx: 



103 

Ol \dc2/o 

(k ~ f_dy\ 

\ dci /o 



fo l^ot man cffenlto:: 



Uo = 0, 



unb tocnn u für eine jtotfd^en x^y Xi tiegenben SBertl^ bon x Der* 
f(3^ti)inbet; fo ift, toie in bem erften tjalle, leidet einjufel^en: ba§ 
ed einen jipifd^en A nnb ^ ßegenben $un!t C geben xm^, in n)el^ 
(^em bie Surbe: 

y — fCx, Ci, C2) + ii 

bie ßurbe AB fd^neibet, fo bag eö alfo offenbar möglid^ ift, bie 
(Surbe auf bie borl^in angegebene SBeife ju befd^reiben» — 2Wan ffat 
mxüfin folgenbe {Regel: 

SBenn AB bie Surbc barftellt, beren SDifferentialgleid^ung : 

ß = 

ift, unb loeld^e burd^ bie beiben gegebenen fünfte A, B gel^t — unb 
Ulan giel^t burd^ A eine gtoeite, ber erften unenblid^ nal^e liegenbe 
(Surbe, bie berfelben ÜDifferentialgteid^ung genügt; fo fd^neibet biefe 
jtt)eitc ßurbe bie erftc in irgenb einem anbem fünfte C. — üDenn 
ott^ ber borl^ergel^ben Unterfud^ung erließet: ba§ baö betrad^tete 
3ntegral im 9U(gemeinen lieber ein fSJla;cxmnm, noäf ein SDtini^ 
mum geftattet, toenn ber ^unft C nid^t ienfeitö B faßt. — 

48. alte eine Slntoenbung ber borl^ergei^enben il^eorie ipoüen 
toir bcn in ©eifp. 1 "bdtaöfttttn ^aU nel^men, ipo; 



-V^(i + 



dxV' 






d^V 1 



*s| 



{^■%) 0+S) 



ifi — 5Da bie SShtrgetgrJßc in V innerl^alb ber Sntegrationögrenjcn 
fietö ate ))ofitib angenommen loirb; fo ift ttar, bag Qi forttoS^renb 
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<)ofitit) bleiben toirb — loeld^Ä bie erfte ©cbfatflung für bic gjt 
ftenj eine« aj^inimumd ift — unb toir tooQen mm miterfud^en: 
ob anä) bte übrigen ©ebingungen erfüllt loerbcn? — 

!Da in biefem gaQe bad allgemeine integral ber ©(etd^mig: 

ß=0 

t)on ber gorm ift: 

fo l^at man: 



unb folgtid^: 






u — Qa: -f- C2, — — Oj|, 



©ubftituirt man biefe SBertl^e in (b), ©eltc 99, fo erl^ätt ««i: 

unb toenn man für Ci, C2 fold^e SBertl^e annimmt, bog Ciä + C« 
für feinen jmifd^en xo, xi tiegenben Söertl^ ijon x tjcrfd^toinbet; 
fo ift flar: baß bie ©röge unter bem S^äfm J nid^t uuenbUdfr 
toerben lann* — 

gubßci^ ift leidet einjufeljen: baß lein juläffiger SBcrtl^ öon *j( 
bie jh>eite 35ariation ijcrfd^iuinben mad^t — Denn nad^ bem 
Dbigen ift dy = u ber einjige SSBert^ t>on dy, loeld^er biefer S5ebin* ' 
gung genügt, unb bamit berfetbc ein juläffiger SBcrtl^ fei, muß 
man l^aben: 

S)iefe ©leid^ungen tocrben ober in bem gegenwärtigen golfe: 

Cxn + C2 = 0, CiXo + C2 = 0, 

toetd^c für enbUd^e SBertl^e ijon Ci, Co offenbar unmSgtid^ flnb. 
— ^ierau« erließet atf : baß ber in SSeifp. 1 gefunbene SJertl^ für y 
ba« gegebene äntegrat ju einem SDiinimum mad^t. — 

S)i€fer @d^(uß lä^ fid^ oud^ über ben betrad^cieE ivbibibuellfit 
Soft l^iaau« erftreden« S)enii tomt afifgemrisi; 
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x\i, fo tft ba« aHgcmeinc 3ntegrat bcr ©teid^img: 

mäf (a) auf ©citc 60 offenbar: 

unb man i)at bal^cr toicbcr toic frü^: 

§icrau« erl^eüct totcber leidet, tote in ber borl^crgcl^cnben 5Rr., bag 
für Ci, C2 SBertl^c gefunben toerben fönnen, loeld^e bie ®ri^gc unter 
beut B^td^cn J in J^ ü" für alte jtt)ifci^cn xo unb xi ßcgcnbc SäJcrtljc 
t)on 0? enbtid^ mad^cn, unb bag folglid^ fem juläffigcr SBcrtl^ Jjon 
dy bie itoeite SSariotion ö'^U = maäft 
35a femer bie ®rö§e: 

o — — ^1Z_= ^ 



(«•§) 



alfo conftant ift; fe lann fie offenbar il^r B^i^cn nid^t änbern. 
— $ierau«, unb aud bem grünem (©• 60) folgt nun: 

O ba§ jebe« Sntegrat bon ber gorm: 



j:kä)-- 



toeld^e^ nid^t an unb für fid^ integrabel ift, ein 2)?ajimum, ober 
5Diinimum geftattet, toenn bie ©renjtoertl^e bon x unb y fijirt 
finb. — 

2) ba§ biefe« SWaf» ober SDiin. gefunben toirb, toenn man 

3^ =ci fefet, unb mitßin ift: 

(iTi— a:o)/'Cci). 

3) ba| in aßen anbem gäHen ba« SDiajr* unb SDiin- burd^ baö 
^ü^m ber ©ri^^e Qi^ b* l^* in biefem t^aQe, burd^ bad bon: 

7* 
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dci* 

untcrfd^ieben tocrben. — 

ÜDa in beut folgciibcu ^ap. nod^ anbete l^iel^er gel^Jrige ©erfpidc 
bcrfcinnicn werben, fo n>irb e« nid^t nötl^tg fein, l^icr nodf tocitcrc 
mitjut^eifen. — 

49. e^ fei: 
fo ift na^ 9^r. (I: 

dP, d»P2 

unb fotglid^ nad^ $"ff«f- I- 

Sejeid^net man bie in bem aßgemeinen 3ntegrate bcr ©tcid^ung: 

ß = 
borfommcnbcn jDißtüvIid^en ßonftanten mit C|, cz^ cg, C4, imb fefet: 

dci aC2 <?C3 dc^ 

fo erljefiet toicber tpie früher: ba§ ber ©teid^nng */3 = genügt 
tDirb , tDcnn man dy =u fefet — nnb ba§ mitl^in : 

" Y'i' + — ^ + dx' j ^ 

integrabel ift. — ®c^t man nnn tpieber: 

Sy = ud'y, 

nnb integritt tl^eitoeife, fo flnbet xacax: 
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ä.Bf''y 



/>-=x>^--/: t i-.^^-; CO 

tnbem bic auferl^atb be« Sntegratjeid^en« ftel^enben ®(teber tpieber 
toic frül^er an bcn ©renjcn berfd^minben. — 

aaScnn iefet C„ (Tg, C3, C4 neue toiafürlid^e eonftanten finb, 
unb man fefet: 

fo ift leidet etnjnfel^en: ba| bic ^nm^mt: 
ber ©Icid^ung: 



genügt — !Ccnn locgcn: 



.i.A '^*'» 



;^(,* = BÄ+^4^ 



dx ' (ü: 

ift Kar: bag iebcr SBertl^ bon % toetd^cr ber®teid^uug dß = gc^ 



w 



nügt, and^ ber ©leid^ung (d) genügt — Slber an« d'y = — folgt 

dy—u', nnb mitffxn mäf $ü(ff. III: Ä/3=:0. — 

!Ciefe Slnnal^me genügt alfo ber ©letd^nng (d), nnb mad^t fcfg=* 
ßd^ ben Sln^bmdt: 

d . B. "''y 




integrabet — SBerfäl^rt man lieber ü)ie früi^er, fefet: 



UVi 



d C^A 



dx dx 



i^'y. 



unb tntegritt bm iWciten !^cU bcr ©(cid^ung (c) t^eUtoeife*, fo rt* 
gitt \i6), Joe« noc^ ptf«f. II: 




d. J? 



i?:?>_\ 



„ di'y . ' dx-* 1, „ dS"y 



ift, cnblid^: 



jyydx=£E^(^^ydx. 



Tik Weigerungen au« bicfcr Iran^fonnation finb ben im bor^ 
l^erge^enben gaßc analog; nämlid;: 

1) ^nm ©tattfinben eine« aJiajtmum«, ober SIRlnimum« 
toirb erf orbert : ba§ Ei innerl^alb ber 3ntegration«grenjen ba« ^ücSfm 
nxä)t änbcrt — Slber toegen: 




d* 



^- = hf •^= U- ■"'^'= U'K^-S) 



tft Hör: lag JSi baffctte Süäftn f)at, ate: 



2» 



i^-m 



= Q2- 



@$ mug alfo für aUe itoifc^en dro unb xi liegenben Sert^e bon « 
für baS SDla^imum: 

unb fär baö SDtinimum.: 

Qj>0 

fein.— 

2) tJemer tft notl^tvenbis : bag bie unter bem 3^<^^ / ftel^enbe 
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für feinen xtoifd^en Xo nnb Xi Kegenbcn 335crt^ üon x nnenbltc^ 
toirb. — 5Run ift aber: 



dx ^ dx dx 

v! 

unb ti)cnn jur äbfürjung v = — gefefet toitb ; fo finbet man : 

dx dv_ * u dc^ dx^ * u 
dx dx^ 1^ dx 

X)urci^ @ubftttution biefe« SBert^d ergibt fid^: 

rfw d^u' dv! d^u 

dx dx^ dx dx^ 

^^ du' ,da ' 

U -z U 

dx dx 

d^u' , d'tt 

' (fii' , du 

u u — 

dx dx 

gcfe^ ift — & finbet a(fo in biefcm gaüe ein 3» a 5 im um ftott, 
koenn: 

1) Q2 < 0, j für aHc jtoifd^en Xo 

3) ilJy + Ai -^ +^^ =^ unmöglich ift für iebcn 
jutäffigen SBertl^ bcn Sy\ unb ein SDiinimum, toenn: 



HO 

1) Q> > für aQe itoifd^en Xq unb xi (iegenbe fBktf!^ t)on x, 

SBenn nun bad aQgemeine 3ntegra{ ber ©(eid^ung: 

Belannt ift, fo finb ancff bte ®rö§cn u, w' ate gunctlonctt i>on o? unb 
totlßürfld^en ßonftantcn Belannt — unb toenn man aM bicfcn SBcr* 
tl^en bie bon A, Ai ableitet; fo erl^cHet unmittelbar: ob biefe Sc* 
bingungcn erfüüt toerben, ober nid^t — 
S3Benn j. Ä bie ®(eid^ung: 



AS, + A,^+^ = 



dx ' dx' 

burd^ irgenb einen jutäffigen SBertl^ bon dy erfüttt loirb, fo tft 
leidet einjufel^en, ba|, toenn AB (gig. 3) bie burd^ bie ©leid^ung: 

au^gebrüdtte ßurbe ift, für toeld^e an ben fünften A, B bte ©renj* 

toert^e bon x, y -^ ftattfinben, eine gtoeite, ber erften unenbttd^ 

nal^e 6urbe befd^rieben toerben fann, toeld^e berfetben ©ifferentiot 
gteid^ung genügt, unb bieSurbe AB in ben fünften A,B bcrfil^rt 
— Denn toie im borl^ergel^enben gaße erl^ettet leidet, bag Sy^u 
ba« allgemeine 3ntegrat bon : 

ift — unb toenn bie« ein gutäffiger SBertl^ bon dy ift; fo mug: 

•" = »' »• = «.(S)=»' (t)=« w 

fein- — Slber bie ©teid^ung einer ber Surbe AB unenbCid^ naiven, 
unb berfelben Differentialgleid^ung genügenben Surbe ift offenbar bon 
ber gorm: 

y' =zy + U, 
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toö y bte Drbfatatc bcr ßurbc AB ift; unb toenn t* ben bier ©lei* 
d^ungcn (c) genügt, fo Bcrül^rt btcfc jtoeite ßurbe offenbar bie ßurbe 
AB in ben fünften A, B. — 

SnbKd^ tä§t fid^, toie in bem borl^crgel^enben gaüe, leidet geigen: 
ba| ba« betrad^tete Sntegrol toeber ein 2ßajimum, nod^ ein ^u 
nimum geftottet, toenn burd^ A unb einen jmifd^en A unb B tie^ 
genben ^unlt eine fotd^e jmeite ßurbe gelegt toerben fann. — 

51. Site ein ä[ntoenbung^beifj)iet ber borl^ergel^enben !El^eorie 
fei: 

unb bie Function y fo ju beftimmen, ba§ ba« 3ntegrat: 






Vdx 



ein 3Rajf. ober SDiin- toirb, loenn bie ©renjloertl^e bon x,y unb-—^ 

gegeben finb. — 

3n biefcm gaHc ift: 

unb bie ©teic^mtg ^ = totrb f olgüd^ : 



dar» 



= 0, 



ober »enn nton . jtoeimat nod^ einonber integrirt unb für Pj feinen 
SBcrtl^ fefet: 

drV — L 

^ierou« ergibt fid^ leidet ate boüftänbige^ Sntegrat: 



2m~l 

» = Ccj« + C2) «»-» + Caar + C4, (a) 



unb folgßd^: 
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— ^J :=:fn.m — 1 ♦ (ao: + '^)*~S 

to)o m eine ganje 3<^1^1 fein mag* — SBenn nun m gerabe ift, fo 
tft ber Sactor: 



ftet« })ofitib — unb toenn m ungerabe tfl; fo ift biefer gactor 
))ofitib, ober negatib, lenad^bem man bad obere, ober \>cA untere 
3eid^en ber SBurielgrSge: 

nimmt Slber in feinem biefer gäQe lann Qa bad 3^^^ loed^fetn. 
— Der anbere gactor w(fn— 1) ift offenbar immer <)ofitli), toeü 
m eine ))on ber ©nl^eit ))erfd(^iebene gange 2fi^{ ift — 92immt man 
auc^ bad negatioe 3^i<^^ bon: 

« 

I 

fo »itb 610« , w* fol9ß«^ F «efloti» _ m* toem. «0« 

unter einem SDiinimum ben SBertl^ berftel^t, toeld^er ber 5RuII am 
näd^ften fommt; fo ift ber l^ier gefunbenc SBertl^ in alten gfitten ein 
SIÄintmum. — 

S3Bir tooüen nun feigen, ob aud^ bie übrigen notl^toenbigen ©e* 
bingungen erfüllt loerben. — ©efet mau ber fiürje toegcn: 

2m — 1 
fn — 1 

unb bifferen}irt bie ©leid^ung (a) nad^ ben bartn borlommenben 6on^ 
ftanten; fo erl^ält man: 

dCa. ' dCA ' 
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tt = n (ci a? + Ca)—» (Qar + Cb) + C^x + Ci , 
tttib eBenfo: 

©efet man nun: 

Ci=0, Cb = 0, C'i=0, ^2 = 0, 

fo n>irb bic jtocite SSariation: 



"-£>(: 



dx^J 



dx. 



§terau« fielet man, bag bic in ö'/7 unter bem ^ti6)tn j fte^ 
l^enbe ®r8gc ftct« enbtid^ Metbt, rpenn Q. nid^t unenbüd^^ mitb 
gtt)if d^en. ben ©renjen .r unb x^ , — 5Wad^ bem Dbigen ift aber : 

m-2 

unb ba m mäf ber SSorau^fe^ung eine ganjc ^af)i unb > 1 ift; 
fo fann ber (gj^jonent: 

m — 2 



m — 1 



offenbar nid^t ncgatib, unb mkl^in Qo für feinen enbtid^en 
SBert^ bon x unenbUd^ tperben. — 

6^ bleibt nun nod^ ju untcrfud^en: ob für irgenb eiuejutäffige 
gorm bon dy bie jtoeite SSariation ö^U=0 Serben lann? — 5Kun 
l^aben toxx aber gefeiten, ba§ dy=zu bie attgemeinfte gorm ift, 
toeld^e rf^[7=0 mad^en fann — unb toenn bie« ein jutäffiger 
SBertl^ bon dy fein fott; fo muffen fid^ bie in u borfommenben ar=^ 
biträren Sonftanten fo beftimmen taffcn, bag ben ©teid^ungen; 



@e^en totr: 

8 



ib) 
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.„ = 0, ,0=0, (f)=0, 





fo toirb baö aHgcmctnc ^ntcgrat auf: 

y = (ax + 6)» — nab*"^ x — 6» (c) 

tcbucirt, tt)o a, 6 rcfj). für ci, ca gefctät ift — $)ierau« fotgt tocitcr: 
u = n(ox + 6)— i(Cia; + Ca) + Ca^r + Ci, 

^=nCi(aa;+6)»-Hn.n-l^(Cia:-fC^)(aa: + 6)-2af Ca, 
unb bie biet Sebtngungcn (b) gc6en mitl^in: 

nC^h''-^'{'n. n — 1 • Cot»-« ö + Ca = 0; 
n (aoTi + 6)»-i CiÄTi + Cg) + C^ari + C4 =rO; 
nC^ (aari + 6«-» +n.n — i . {C^x^ + C«) (oa*, + h^-^a + C3 =0- 

©iminivt man bie ®vö§en: 



Co C3 C4 



, a, 6, 



Ci Ci Ci 

Xtt)ifd^en biefen ®teid(^ungen unb ben betben folgenben: 

y^ = (axi + 6)" — nah"^^ x^ — h"", 



f -p) = na(aari + 6)"""* — 7106*-^, 



(d) 



meldte fid^ burc^ ©ubftitution ber gegebenen ©renxmertl^e : 



^" -^^ (f )/ 



in bie ®Icid(^]^eit (c) unb beten evften ©iffetcntiatquotiention ergeben; 
fo fommt man julefet auf eine ©(eid^ung, meldte nurbiefc ©renj^ 
n^ertl^e entl^äü. — 3Birb atöbann biefe ©leid^ung burd^ biefe ®renj* 
mert^e, ober burd^ irgenb ein anbete«, jmifd^en ben Integration«* 
gtenjen liegenbe« SBettl^ef^ftem bon: 

dy 
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crffittt; fo geftattct ba« betrad^tete 3ntegrat im 2(Ugcmetnen tDeber ein 
aKajtmum, nod^ ein aTOintmum, — 

52. ÜDie Slufgabe (ägt \xä) burd^ geometrifc^e SSetrac^tungen 
toie bte frül^em (©. 110) bieöeid^^t nod^ cttt)a« einfaci^cr be^anbdn.— 
Denn loir l^aben bort gefeiten, bQ§, toenn d'^ü=i) gcmad^t n>evben 
fonn, jtDifd^en ben Snbj)unften A, B (ijig. 3) eine jtocitc Suvoe 
bcfd^rieben toerben fann, loetd^e bcr evften unenblid^ na^e foimnt, 
berfetben aOgemeinen ®(eid^nng genügt unb bief etbcn ®renih)ert^e 

öon ^ ^at — SBenn bie ©renjjjunlte biefer SSebingnng genügen, 

fo ^sA man offenbar bie bicr ©teid^ungen: 

\daP^ \dbJo da "" ' 

/ d^y \ [ / d^y \ dh_^Q 
\ dxda Jq \dxdb Jq da ' 

KdiiJi "^ \dh), d^"^^' 

( d'y \ . (J!y_\ db\^Q 
\ dxda Ji \ dxdb /i da J^ ' 

unb toenn man bie au« ber ©leid^ung (c) abgeleiteten SBert^e biefer 
Differenjialquotienten fubftituirt; fo ift leicht einjufe^en, bog bie bei^ 
ben erften biefer bier ®(eid^ungen ibentifd^ toerben, toie e6 auc^ 
fein mug. — !Die beiben legten aber toerben: 

da 
{ax + hy-^ - 6"-» + (n - 1) {ax^ + hy-^axx 

+ (n — i^a KaoTi + 6)«-» - h^-^ £ = 0. 

(gßminirt man -r- xn)ifd^en biefen beiben testen ®teid()ungen unb re^ 
bucirt, fo erl^alt man: 

\iaxi + 6)«-*— &»-»! 2 = (n — 1)« a^OTj « (a^i + 6)»~2 5n-2^ (e) 

unb toenn mm a, b jtoifd^en ben ®teid^ungen (e) unb (d) eßminirt; 
fo finbet man toieber eine ®teid^ung jmifc^en: 
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'" y- (%\' 



SBenu btefe ®(eic^ung burd^ biefc SBertl^e, ober burd^ irgcnb cm an* 

tton«atenjen liegt, tjcriftcirt toitb; fo f erliegen toir toicbcr: ba§ ba« 
Betrad^tetc Sntegrat tocber ein 3)iaf. nod^ ein 3Rin* l^abcn lonn. — 

SBenn j. ö. : 

2m -1 ^ 

m == 2, n = T- = 3 

m — 1 

ift, fo toirb bie ©teid^ung (e) in biefem gatte: 

ober rcbucirt: 

atfo a = 0, loeit Xi nid^t = fein lann, unb (c) rebuctrt fid^ auf: 
y^ =0, fo bog e« in bem gegentoätttgen gaße nid^t möglid^ tft, 
eine 6uvi)e i)on ber ju Slnfang biefer 9Zr. Bejeid^neten ©efd^affcnl^t 
ju befd^teiBen. — SBir fd^ßeßen l^ierau« toiebcr: bag ber SSBertl^ bc« 
gegebenen Sntegvote« ein toirf(id[^e^ aJitnimum ift — 

53. 35a bie 2lrt ber Slntoenbung ber 3acobi*fd^en Sil^eoric auf 
Functionen mit J)ifferentia(quotienten i)on einer l^iJ^crn, aföber jtoei^ 
ten Drbnung ber im SSorl^ergel^enben umftänbßd^ au^einanbergefe^tcu 
ganj äl^nfid^ ift; fo toerben einige atlgemeine Slnbeutungen 
l^ier genügen: 

1) !Ca bie jtoeite Variation im Sltlgcmcincn bie gorm l^at: 
fo fe^t man toieber: 
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dci dct ac2n 

Sy = u6'y, 

unb burd^ tl^citoeife Integration ergibt fic^: 

2) SKan fcfet tociter: 

unb integrtrt tl^citocifc. — 

3) aWan fcfet ber Sürge toegen: 

Bejeid^net mit v' eine ®röge, toetd^e eBenfo on« v gebilbet ift, toic 
u' au« t/, b. 1^. burd^ eine Slenberung ber barin borfommcnben ar^ 
bitrorcn Sonftantcn, fefet femer: 

rJ iL 

dö y V_ ^,n 

dx dx ^' 

integrirt tl^ciltoeife , unb fäl^rt auf äl^ntic^e SBeife fort, bi^bie jJoeitc 
Variation auf bic gorm: 



± r>. (^)v 



gcbrad^t ift, inbem ba« obere, ober untere genommen toirb, je- 
nad^bem n gerabe, ober ungerabe ift — 

4) 5«ad^ C)filf«f. I unb II ift War: ba§ biefe ©röge baffeCbe 
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3eici^cn ffai, tote Q«. — Denn au« ber ©d^Iugbemerftmg ju f)filf«f. 
I erl^ettet, ba^: 

ift, unb toenn D» ber Soeffidcnt bon: 

in ber ®rö§c ift, toeld^e nad^ ber näd^ften 3ntcgration bleibt; fo f)(d 
nton: 




unb enbUd^: 



J5J„ = An u^ 



maäf §ü(f«f. I ift aber: 

An=±CU, 
unb mitl^in totrb bie jtoeite 35ariation in aßen gäHen auf bicgorm: 

r /*\dxj 



i 



"«.„.1-" I ^""'-'»v 



(ia: 



gebrad^t — toorau« erließet: bag, toie in ben frül^em gäöcn, für ba« 
aWafimum: 

Q»<0 

unb für ba^ aKintmum: 

fein muß für alle Söertl^e be« a: bon xo bi« a?i. — 

5) aJian fielet leidet ein, baß bie gornt, auf tpeld^c ä'P gc* 
brad^t ift, mit ber in 5Kr. 40 angegebenen ibentifd^ tft; bcnn man 
l^at: 
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dx \u J 



dd'y ^ d fSy^ 
dx 



d9 
dx 



x dx\v dx ) dx\vdx\u)\' 



dx 
&c, &c, &c., 

unb toenn bicfc ijcrfcl^iebencn ©ifferentioncn loirKid^ au^gefül^rt tper=^ 
ben, fo teud^tct bie SßtffavcptnnQ fofort ein. — 

6) SEBcnn ^, -B bie gegebenen @nb})un!te ber ßurtje finb, toeld^e 
ben berfd^iebcncn SSebingungen ber Slufgabc genügt, fo geftattet ba^ 
betrachtete 3ntegral im Sltlgemeincn toeber ein SDiaj., nod^ ein SWin., 
toenn jtpifd^en ^ unb ^ jtoei fold^e fünfte C, D gefunben tt)erben 
ISnnen: ba§ eine jtoeite burd^ biefclben gel^enbc Surt^e ber erftcn 
unenblid^ nal^e lommt, berfetben ÜDifferentialgleid^ung genügt unb 
in ben fünften C,D biefelben SBertl^e bon: 

dy d^y d^^^y 

di' dp" •*•• dx^i 

^at, tote bie erfte — 

7) üDa bie SBeftimmung ber ßurije, toüäft aüen SSebingungen 
ber Slufgabe genügt, bon ber Slupfung eine« ©^fteme^ bon ®tei^ 
d^ungcn abl^ängt, toeld^e burd^ bie ©ubftitution ber ©renjtoertl^e bon 

or, y j^ ,♦♦♦♦ in bie ©leid^ung: 

erl^aften tocrbenj fo {endetet ein: ba§ e« im Slßgemcinen mel^r aH 
eine fold^e SurDc geben toirb — unb toenn jtoei fofd^er ßurben 
gufammenfaUcn, b. ff. bie ®Ieid^ungen, todäft fie beftimmen, eine, 
ober mcl^rcrc gleid^e SBurjeln l^aben; fo erl^eüet au^ 6), ba§ ba^ 
betrad^tetc Sntegrat toeber ein 3Äaj., nod^ ein 3Kin, geftattet. — 



Vdx 
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«ufgaBe VI. 

53, SWan foU Wc Functionen y, « t)on a: beftunmen, toeld^ 
ba^ 3ntegrat: 

r 

ju einem SDiajimnm, ober 3Äinimum mad^cn, iocnn: 

ift - 

SlufUfung, Die ©(eid^ung: 

toirb in biefem gatte nad^ Äa^ 2 5lufg. V: 



0; 




+ &c. (A) 

+ (P', _&«.), (f.) -(P',-*o.,.(:^)^ 

= 0. 
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Senn bie f^undionen y^ z bon etnonber unaBJ^ftngig flnb, fo ftnb 
t& ii^re 35attaticncn dy, dz aadf, nnb toic in äufg. II crl^cttet: bag 
man j|e^t bie beiben aUgemeinen ©(eid^ungen: 

(B) 

fo tote bie ©letiigletd^ung : 

V,dx^ - VodXo-\-(p, - ^ + &c.) <ry,-(p, - :^+&c.)^dy, 

+ CP,-&c.,(f^)-(P.-&cOo(^X 

+ &c. (C) 

+ (^. - ^ +«"■)/••-("■- ^ +'« V" 

+ C^,_*c.,,(^)_-,^,-&.).(t-). 

+ &c. = 0, 

l^aben mu§. — 

©ie ©el^anblung^tpeife biefer ©teid^mtgen ift ber in Slufg. II 
ganj analog, unb an^ äl^nlid^en ©etrad^tungen, tt)ie bie bort ange* 
ftettten, ergibt fid^ fd^lie§ßd^: bag bie Slnjal^I ber ®(eid^ungen burd^ 
bie ©nfül^ning irgenb »etd^er $)älf^g(eid^ungen ni d^t geänbert 
toirb* — Denn jebe fold^e f)filf«gleid^ung entfernt au^ (C) enttoeber 
ein ®Iieb, inbem bie in biefem ©liebe oorfommenbe SSariation 'otx^ 
fd^toinbet, ober e^ tocrben jtoei ©lieber in ein« ijer einigt, fo 
bag bie Slngal^I bie ©leid^nngen, totiäft (C) äquivalent ift, im* 
mer um eine Sinl^cit Dcrminbert loirb; aber gteid^jeitig toirb biefc 
Slnja^f burd^ biefe f)ü(f«gleid^ung fetbft um eine ©nl^eit toicber t)er* 
meiert; fo(gfld^ jc. — 

Um nun barjutl^un, bag (B) unb (C) immer bie gur ijoUftän* 
bigen Söfung ber aufgäbe l^inreid^enbe Slnjai^I i)on ©teid^ungen Hc^ 

8* 
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fem, ixanäft bicfc« nur für einen einjetncn Saß, ) Ä ben, lop tm 
We ®rengi»ert]^e bon x fijirt finb, gejeigt gu tperbcn. — 
9htn ift aber leidet eingufel^en, ba| bie ®(ei(i(fimg: 

in ©egug auf bie Differentiatquotienten bon y unb % reft>* bon bcr 
2nten unb (m + n)ten Orbnung ift — unb bie ©feid^ung: 

ref}). i)on ber (m + n)ten unb 2mtcn Drbnung. — 5Dicfc OWd^uu^ 
gen finb bal^er bon ber gorm: 

/ dy cP^y dz €p"+^\ ^ 

'f'V'y^di''-~d^'''di--di^)=^' 
( dy a;:^ dz_ /^«\ 

SBenn man nad^ ber getoSl^nlid^en SÄetl^obc bie crftc 2mnia( 
nnb bie gleite (m+n)mal bifferengirt, fo erl^ätt man 3n + n+2 
©teid^ungen, unb menn gtoifd^en biefen ©teid^ungen bie ®r5§cn: 

dz ^"^z 



eliminirt werben; fo ift bie refuttirenbe ©Icid^ung in Söejug auf 3f 
Don bcr 2(m + n)ten Drbnung, unb ba^ allgemeine 3ntegrat bcrfd* 
ben entl^äft 2 (m + n) arbiträre Sonftanten* — Offenbar l^at man 
2(iw+n) ©renggteid^ungen, nämlid^ bie 2n ©teid^ungcn: 

('>.-^- +*«■)=».('•. -§+*«)=». 

(P2 — &cOo = 0, (^2 - &cOi = 0, 

CPn3o = 0, (Pn )i=0; 

unb bie 2m ©(eid^ungen: 
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(P'a — &cOo = 0, Cn - &cOi = 0, 

&c. &c. 

(P'-)o = 0, (P'«)i=0. 

XHe ätufgabe ift bolzet im älQgememen böHig (eftimmt; nur Un^ 
neu äl^nlid^c Slu^nal^uien ^oxtovxmtn, tt)ie bie frül^er für ben gaß 
einer unabl^ängigcn gunction y angefahrten* — SBenn j. So. N^O 
unb feiner ber ©rengtoertl^e bon y gegeben ift, fo ift bie Sfufgabe 
«nbeftimmt, toa^ ganj auf bie frfil^ere SBeife nad^getoiefen tt)irb.— 

54* SBenn V bie Snbet^enbente x niäft tfpiicxU mtifait, fo 
lonn man eine ©leid^ung bon ber [2C»i+n) — l]ten Drbnung er^ 
Italien , ol^nc bie gorm bon V nöi^er gu beftimmen. — 

5Denn ba aföbamt 3f = ift, fo l^at man: 

dV=Ndy + P,d.^ + P,d.^ + &c. + P.d.^ 

©ubftituirt man toeiter für N unb N' Ü)xt an^ ben ©teid^un* 
gen: 

dx 

abgeleiteten ©ertl^e, unb berfSl^rt genau tote in 9lr* 29; fo finbet 
man: 

.=.+p.f-+(p,g-*.^)+*. 

(Sine toeitere 9(ufgä]^(ung ber Otoa borlommenben Hu^nal^md^ 
fälle ift offenbar unnötl^ig* — 
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©cif})icr. 
55, SKan foU bic gönnen bcr Functionen y unb » flnben, Bd 



»eld^en ba^ 3ntcgral: 

ein SKajc imum, ober SKinimum toirb. — 
äufiafung- f)ier ift: 



dx 



A = 



dx 



\/('+^S) 



, 1^1 = 



dt^ 
dx 



^('+f^+^) 



P2=0, &C. P'2=0, &C., 



unb bie ©leid^ungen: 



dx ^ ^'^ 



dx 



tocrben ballet: 



dx ^ dx ' 



ober: 



Pi = 



dy 
dx 



V V^dbc^^ dx* 



dz»\ 



= c, 2^,= 



dz 
lue 



v/('+S+S) 






Senn man biefe ©teid^ungen für ~^unb -^ auflöft, fo erl^äft 



dx 



dx 



man offenbar JRefnltate bon ber gorm: 



dy dz 

dx dx 



= n: 



alfo enblid^: 
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y^mx-^p, z + nx-^-q, 

ge finb mm nod^ bic Sonftantcn in bcn berfd^icbenen gäöen 
gu beftümnen: 

1) SBenn bie ©rcnjtoertl^e bon x, y, z gegeben fmb, fo tocr^ 
ben bic Senftanten m, n p, q tnxäf bie biet ©leid^nngen: 

yi =r mxi +p, 2i = nxi + q, 
jfo = mxo +p, 20 = waro + q 

beftimmt — 

2) SSJenn nur bie ©rcngtoertl^e bon j: gegeben fwb, tpäl^renb 
bie bon y unb z unbeftimmt bleiben; fo geben bie angerl^alb be^ 
Sntcgtaljeid^en^ ftel^enben ©lieber offenbar bie ©teid^ungen: 

(A)i=0, CP',)i=0, 
(Pi)o = 0, (P'i)o=0, 

toeld^e jebod^ nnr mit ben ©teid^nngen m = 0, n = gleid^bebentenb 
finb, fo ba§ bie beiben anbem ßonftanten p, q nnbeftimmt blei* 
ben. — ©iefer gaö ift bem in 5Kr, 28, (2) analog. — 

3) SBenn bie ©renjtoertl^e bon x, y, z bnrd^ bie ©(eid^ungen: 

berftifi^jft finb, fo pnb bie S^otalincremente berfelben nad^ C4) in 
SSlx. 27: 

\dx,^dy, dx.^dx, W ' ^ di.^^'^d^r'-^' 

Ca) 
fdjo^^äj^äj, djodzo^^^ 

\dxo dyo dzo dzo dx^J " ' dy^ ^" ' dzo 

®e|t man nnn: 

dfi dfo 

^ —dyi ^ _ dyo 

dfi afp 

dxi dxo 
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dfi 



dft 



dzi 

dfi 
dx. 


dzo 
dfo 
dXo 


unb fubftituirt für: 




dyx dyo 
dxi dXo 


dzi dzo 
dxi* dxo 






il^re au^ ben ©(eid^ungen (a) l^ergeldteten ffiertl^; fo tt^Sä man: 

(1 + mmi 4- nui) dxi + mi^y^ -}" ^i^aii = 0, 
(I -j- mwio 4- »*Wo) ^0 + ^o^yo + no*a6 =0« 

^enn man femer dxt, dxo mittelft biefer Betben legten ®(eid^nngcn 
an^ ben ®(eid^ungen: 

Victex + (Pi)i «yi + (P'i)i ir% = 0, 

Vodxo + (A)ocryo + (P'o^cJäo = 
eßmintrt, unb bie Soeffidenten ber SSoriotionen: 

Syi, 8ziy 8yo, izoj 
einjeln =0 fefet; fo flnbet man: 

mi Vi — (Pi)i (1 + mmi + nnj = 0, 
ni Vi - (P'i)i (1 + mmi + iwx) = 0, 
mo Vo — (Pi)o (1 + wimo + nno) = 0, 
Wo ^0 — (P'i)o Cl + mmo + nno) = 0* 

®e|t man nun für y,, (Pi)i (P'i)i il^re SBertl^e in bie beiben erften 
biefer bier ©leid^ungen unb (oft biefetben für m unb n auf} fo fln^ 
bet man leidet: 

(b) 



m 



mi 



n=ni 



mtb ebenfo ergibt fid^ aud ben beiben (e^ten burd^ ®ubftitution ber 
SBertl^e bon Fo, (Pj)o, (P'i)o: 

tu = tnof n = tio* (c) 



<£Jimfairt man cnbUd^ «j, yi, zi) xo, yo> «o mittclft bcr ©tctd^un^ 

Zi = nxi + ^; 2o = f^Xo = g, 

A (afi, yi, «i) = 0, /'o (a:o> yo, »o) = 0, 

to crl^ätt man t>m ©(cid^ungen jur ©eftimmung bcr bier Unbelann^ 
tcn m, n, i>, g. — 

56. SBtr tpottcn nun bic in 3lx. 29 gcmad^tc ©cmerlung auf 
ben gaö auöbd^ncn, tpo V itoti, ober mel^rere }>rimtttbc ober un^ 
abl^ängigc Functionen y, z,... ber 3nbc}>enbenten x entl^äü — unb 
j, S. ben gaß betrad^ten, loo: 



' Vda?' duJ 



ift, unb bie gormen ber Functionen y, z fo beftimmt toerben foUen^ 
bag ba^ 3ntegral: 

Vdx 



r 



ein äßajCv f?*^^ ^ta 3Äin. toirb. — 
S^ie ©(eid^ungen: 

da: * ' cte ' 

toerben in biefem gaße: 

dx ^' dx "' 

forgad^: 

P^ =c, P'i = c', 

35a aber y, unb ntitl^in aud^ Pu P^i nur Functionen bon : 

dy dz 

dx ' dx 

pnb; fo ift Mar^ bag biefe ©leid^ungen gteid^bebeutcnb pnb mit: 



dv dz 

dx dx 



= wii -77: =n) 



128 

folgtic^: 

y = mx + p, s = nx + 9» 

ffienn V atfo b(o« bic Differcntiatquoticntcn ^, ^' ••* *^ ^^' 

ften Drbnung ber unabl^Sngigen ober ))nmitü>en %md!tmm y,%... 
txtt^i}] fo toirb ba« betrad^tetc 3ntcgral gu einem 9Äajr. ober SRI«. 
gemacht, totm man für y, 2 . .• lineare fjundioncn ber Stibtpa^ 
benten x nimmt, — 
ffienn: 

ift, b, ]^, nur einen Differentialquotienten jeber nnabl^Sngigcn gmic* 
tion enthält; fo ift leidet erfid^tfid^, bag bie SlnfWfung burdjf ba» ®^* 
ftem ber Differenjialgfeid^ungen: 

dx- ~^' dx^ -^^ *''• 
gegeben toirb, too 2r, -X', • . . gegebene Functionen bon x fmb. — 

Slufgabe VH. 



57, ÜDie gormen ber Functionen y, z fo ju beftimmen, bag bo« 
integral: 





X; 



ein ajiafimum, ober SKinimum toirb, toenn V bon berfetben 
gorm, mie in ber borl^ergei^enben 2lnfg, ift, unb bie Functionen y, % 
burd^ bie ®Ieid^ung: 

L — 

berfnü|)ft finb. — 

Sluff. Senn bie ©teid^ung: 

X = 

in SSejug auf irgenb eine ber Functionen y, z integrabel ift, fo ba§ 
fie eine ©leid^ung bon ber Form: 



^ = ^('^^2^'S*''0 
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liefert; fo 1^ ba9 gegeBene 3ntegta(^ unb fofgßd^ cax^ beffen SSorta^ 
Äon möf ^ap. 2 «ufg. VI bicfcttc gorm, toic m «ufg. HI beffcttcn 
fta»)itete, 3n bicfem gaöe ift olfo bic jefetgc «ufgabc üon «ufg. II 
in feiner SBcjid^ung ücrfd^ieben- — Da e^ aber int SÜIgemcinen nid^t 
vxiiliäf x% bicfe Integration }u ^^errid^ten, fo finb ti>ir genöt^igt, bic 
ÄufÖfung bcr gegenwärtigen Slufgabe nad^ ber fd^on in 5Kr. 16 tl^eU^ 
todfc erörterten 8agrange'fd^en3Ret]^obe jn betoerfftelligen. — !I)a« 
©efen biefer SKeJ^obe Beftel^t nad^ 9h:. 16 barin: ba^ man eine neue 
ttnbeftimmte®r5ge k einfül^rt, burd^beren fd^idtid^eJöeftimmung bic 
SSoriation bed betrad^teten 3ntegra(e^ auf eine fold^c gorm gebrad^ft 
loecben lann, bag nur eine ber toitdfirtid^en 93ariationen dy, ober 
8z unter bem ^Aäfm J borlonmtt. - 

SSknn © ba« Aggregat ber ©fiebcr bon dU bejcid^uet, loeld^c 
augerl^alb bee dutcgralgeid^end ftel^en; fo gibt bic allgemeine i^ormel 
auf ©• 25: 

unb tocnn man bic unbeftimmtc ©rö^e X fo annimmt^ ba^ ber ©tei*' 
d^ung: 

©enüge gefd^iel^t; fo ergibt ^äf burd^ SffVÜ^t @(^tfiffe> ^i^ i>t« in 
%tfg. II, bag bie ©(eid^ung: 

ol^tte ^d^Tfinbtng ber 93ariation 'y ni(J^t anber« erfüQt toerben latm, 
a(d toenn man fe|t: 



,^: y+A«-.^^5LiM+&c.=0. 



9 
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Sir 1)cAm bemnad^ }ur 99fung imferer SufgaBe He btei eiil%m6m 

x=o, 

alfo ebenfo)>ie(e ©leid^ungen, atö un&elannte @rS§en jr, x, ^* — 

58« ÜDad ean}e S3erfa^ren I&tt {Id^ mtd^f tpie folgt bavfteflcii: 
!Ccr aUgcmcinc äu^brucf t>on dV ift: 

a(fo berfe(6e, aU tpetm y nvb % unabl^Sngig bpn einanber toSroL 
— 5Da« ÜRangcT^afte btcfc« Slu^brudc«, in feiner ieftigcn gotm, Be» 
ftcl^t offenbar barin: ba§ Sy unb ä2 nid^t ate inbel)cnbente 8a» 
riationen bei^anbelt tt>erben ISnnen, unb ntitl^in bie 9tege(n ber bor* 
l^crgel^cnben aufgäbe nid^t annjenbbar fuib- — Der Sbt^brttcf bim 
dV niug alfo gunSd^ft eine fold^e SRobification erleiben, bag i% unb 
Sy ate unabl^ängig bon einanber Betrad^tet toerben Wunen* — iD« 
aber bte ®(eid^ung^ burd^ toeld^e iy unb dz mit einanber berBunben 
fmb, nömßd^: 

«Jv + ^^ +&c. + «'fe ^ß ^ 4- &c.=0, 

eine lineare ift, fo folgt aud ber Z^tont fold^er ©teid^ungen: bai 
bie :93ebingung, toeld^e fie audbrfidtt, erfäUt toirb, toenn i^re Wt 
©eiteburd^ eine unBefttmmte®röge ;i ntutti))Iicirt unb bad $robidt 
gu SV abbirt koirb, unb enblid^ iy, Sz atö unaBl^Sngig boti ein« 
anber bel^anbctt ioerben* — 

f)ierburd^ ergibt fid^ offenbar toiebcr: 

N+Xa- .^(5L±i^) + &c. = 0, 

dx 
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i iDdd^ (Siüäfmim in SerBinbmig mit X = )ur Seftimmmtg bon 

/ ]fi s^ X ote Functionen bon x unb orbitrSren Sonftanten l^inrdd^enb 

i fbib. - 

3^ Seftinmutng biefer (Sonftanten bienen tpteber bie berfd^iebe^ 

' nen ©(eid^ungen, tod^t erl^alten werben, n)enn man in ben augerl^alb 

l b€* B^id^cnd / ftcl^cnbcn ©fiebern bie Soefflcientcn bon *yi, 3%, ^y©* 

E &05,..=z=o fefet, tooburd^ man fo biete ©leid^ungen crl^äü, ate 

r inbe<)cnbentc SSatiationen botlommen. — Da aber bie ©Icid^ung: 

X = 

ItDifd^ y unb s ftottfinben foQ, U)ie btefe gitnctionen aud^ )>arüren 

mSgen; fo pnb bie SSariationen dy^, 8zu... iyo, dzo,.., offenbar 

nid^t notl^toenbig inbe))enbent bon einanber — unb mitl^in !ann 

bie WxicSit ber $ä(fdg(eid^ungen aud^ ber biefer ißariationen ntd^t 

gfeid^ fein. — Um alfo ju beftimmen: inwiefern unfere Slufgabe eine 

beftimmte SSfung ivi&^t, vm^ man unterfud^en: 1) toie grog bie 

fb^affl ber ia y, z, X entl^aftenen arbiträren (Sonftanten ift — unb 

2) toie grog bie Slnjal^l ber |>fi(f^gleid^ungen ift, meld^ bie ^ebingun^» 

gen ber Aufgabe gur ©eftimmung biefer Sonftanten fiefem? — 

^fid^tlid^ ber Unterfud^ung berSlngal^I ber ©leid^ungen, kocld^e 

bie au^erl^älb bed 3ntegra(}eid(fend ftel^enben ©fieber fiefem, n)irb 

cd genügen, toenn toir nur einen ber berfd^iebenen gaße naiver 

Uttadftta, totlcSft [t mäf ©efd^affenl^eit ber berfd^iebenen "^ata ber 

Aufgabe borlommen ISnnen, — Denn an^ bcm frfil^er (SRr. 27) @c^ 

fagten ift eirtfeud^tenb, ba§ biefe SSerfd^iebenl^eit imältgemeincn auf 

bie Slnjal^I ber |>ülfdg(eid^ungen leinen (Sinftug ffot — Sir sollen 

bt^iäb j. ©• annel^men: ba§ bie ©renjtoertl^e bon x gegeben futb, 

loSl^renb bie bon: 

dy ^ dz o 

nnbeftimmt bleiben. — 

tjemer lootten toir annel^men: ba^ V l^Jd^ften^: 

dy ^V w dz d^z 

entlaß — unb enbfid^: ba§ bie (Steid^ung L = in SSejiei^ung auf 
bie Differentialquotienten bon y unb z ref}). i)on ber n'tcn unb 
m'ten Orbnung ift — 
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59. SBtr l^aben atöbann fucceffti>e bie brei gfiOe )tt tsttterfm^: 

i) m>m\ n>n\ 2) tn> m, n<n\ 3) m<m', n<n. 

i) & fct fii>m' imb n>n\ — 3n biefem gattc ffaib Ue 
Crbnungen ber }ur ^eftumnung bon y^ % X bitnenben ®(dd^ 
gen offenbar: 

• 

2n nad^ y, m + n nac^ «, n' naäf X, (i) 

m + ^ • • • 2fn m' • . . . (2) 

n m' « • • • C3) 



!Ctfferen){rt man bie ®(eid^ungen (1) mtb (2) auf bie getoS^na^c 
93eife xi\p. m'mcl unb n'nta(, unb eUntinirt X] fo erl^ mos 
jtDd ®(eid^ungen bon ben ref)). Otbmmgen: 

wi+n+n' nad^ y, 2in+n' nad^ %, (l*) 

n' m' (20 

inbem m — m' > n — n' borauegcfc|t toirb. — 

iDiffercnjirt man femer bie ©leid^ungen (!') unb (2'> ref|). m'moi 
unb (2m + n') mal, unb etiminirt » j fo ift bie Cmbgteid^ung in «e» 
jug auf bie ©ifferentialquoticntcn bon y bon ber 2 (m + n') tcn DA* 
nung — unb il^r allgemeine« 3ntegral entl^ött folgüd^ 2(m+n) 
toiUIMid^e (Sonftanten« — !Da burd^ bie GSimination X unb x fuccef* 
ftbe atö t$nnctionen ber fibrigen ißeranberlid^en beftimmt toerben, fo 
loerben offenbar leine neuen arbiträren @onftanten in bie Sludbrfide 
biefer ®rSgen eingefül^rt, unb mtffin ift bie ©efammtanjal^I biefer 
ßonftanten =2(ni + n'). 

®ud^en toir nun bie ^(njal^I ber ®(eid^ungen, todcSftik aufer^ 
l^alb be« 3ntegra(}eid^end ftei^enben ©lieber }ur Seftimmung biefer 
(Sonftanten Hefem. — Die in biefen ©liebem borlommenbm berfd^ie« 
benen 35ariationen ftnb fotgenbe: 



'»-m m\- 

'^-m &-X- 
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*„(^) (^), 

\ CUT /i \ aar* * /| 

^'{-wX {-dF^^l* 

olfo il^rc Änjol^I =2(m + n), mib n>cnn bicfelbcn tnbcpcnbcnt 
i tton einanber to&tta, f o erl^iette man baburd^, bag man il^re Soeffictenten 
= dti^ebt =0 fefctc, pffcnBor 2(m + n) Olctd^ungcn, — Da aber 
^ bie @(eid^mig X = ffir aUe gulafftgen %&cttf)t bon y mtb 2 ftatt^ 
^' finben foU, fp finb bie ißariattonen öy^... ni oft bon einanber un* 
f alft^ingig, fpnbem bmrci^ bie 2(n— n') ©teid^ungen: 

.A=o,*z, = o,(^)=o, (fX=o,.... 

CB) 

Melnfi))ft — !Cie Sbtjol^t ber in ben bon bem S^äfm J freien 
®Itebem borlimmienben inbe))enbenten SSariationen ift alfo nur 
= 2(111 + n)—2(n — n')=2(m + n'), b. ^. biefette, toie bie ber 
orMtrftven (Sonftonten« — ibie ^fferentiaticn bon iL lonn nid^t fiber 
bie (n — n'— l)te Drbnung l^inauögetrieBen toerben, toeil Bei ber 
nSd^^ X)ifferentiatipn bie neuen SSariotionen : 

Vdx-A' \ dar Jo 

eingeffi^ toittttL — 

2) & fd fii>fii' unb n<n', fofmb, toerni m4-n>m'+n' 
tfi, bie brei ®(etd^ungen bon ben ref)). Orbnungen: 

2n' nadjf if, m + n nad^ z, n' nad^ ;i, (l) 

m-{-n ,., 2m m' • • • (2) 

n' m' . • • . (3) 

unb toemt toieber X itoViäfta (1) unb (2) eliminirt u>irb; fo finb bie 
beiben refultirenben ©leid^ungen bon ben ref}). Drbnungen: 

m + n+n'nad^y, 2m+n'nad^«, (!') 

n' m' (2') 
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S({mmirt man femer % itoildftn biefen Beiben (Mdäfm^a, f o iß bk 
refuttirenbe (Snbg(ei(l^ung in ^}ug auf bie S)ifferentia(<|tti>ticiilai bon 
y bon ber 2(fii4-n')ten SDrbnung, unb i^ aQgemdne6 antegcol 
ent^äa folgad^ lieber 2(m + n) toimtüdft (Sonftonttm — Aul 
ift (eid^t ein}ufe^, bag fi^nßd^e 9Iefu(tate fflr: 

erl^aßen toflrben, - 3n biefem gaBe liefert bie &UU^mi: 

leine 9{e(aticn itoi\dftn ben 93ariationen jy^ 'yo;*** tDeS^Xt^^Zi 
offenbar rcf}). bie ©rößen: 








enti^often, toS^renb 



(d;;Zl^\ / d^'-'iy \ 



bie ^d duften in ben bcn bem Sntegrolieid^en freien ®(iebeni ber« ' 
lommenben S)ifferentialquctienten finb. — & ift be^l^ nid^t mlg« 
lid^, irgenb tpeld^e ber ®rSgen dgi iya, . . . mittelft ber ®(d(^nngen: 

dLi =0, öLo^O 

ju eliminiren — unb umfotoeniger lonn eine fold^e (SCiminotion mit 
^ütfe ber ©teid^ungen: 

gcfd^el^en. — 3cbc bicfer ©fcid^ungen fül^rt in ber Zl^ot eine neue 
aSoriaticn ein. — Die äuja^t ber ©leid^ungen, toeld^e bie bon bem 
3eid^cn j freien (Sücbcr geben, ift atfo in biefem gaUe ber Änjo^I 
ber barin enti^oltenen 93ariationen: 

^>o *yo, ( ^/) ? &c-^ *«!> *«o, (-^J » *^' 
gleid^, nämßd^ = 2(m + n'), inbcm 2n' biefer ®r»|en ftab: 



m 



''..m-(^).-'*'(^).-(^').' 



mb 2m berfdtoi: 

Die 9bt}a]^I ber f)filfdglei(i^imgen ift dfo loieber ber ber arbiträren 
(Eonftanten gleid^. — 

3) 6« fei m'>m unb n'>n, fc finb bic brci ®Ietc^ungen 
imt ben ref)>« Orbnungen: 

2n' nad^ y, m''\-n! nad^ «, n' nad^ X, (1) 

m'+n' • ♦ . 2m' !«'•.•• (2) 

n' m' . . ♦ . (3) 

ttnb iDenn iDieber X jioifd^en ben ©Idd^ungen (1) unb (2) eltminirt 
to>trb; fo erl^ man jur JBeftmmmng bon y unb s gtpei ©leid^ungen 
bon ben Drbnungen: 

2n' + m' nad^ y, 2m' + n' nad^ z, (!') 

n' m' (2') 

Sirb bann z eHminirt, fo ift bie (Enbg(eid^ung nttt y ben ber 
2(m' + n')tcn Drbnung* — !Cic Slnjal^I ber arbiträren gonftanten 
Ift alfo in biefem gaße =2(m' + n')^ 

V&cA bie %iial^( ber ^fi(f«g(eid^ungen betrifft, toeld^e bie ben 
bcm dntegra()eid^en freien ©lieber geben, fc ift junfid^ft Kar, baf 
biefe ®(ieber 2(m'-f-n') inbe))enbente 93ariationen: 
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entl^aUen, unb ti I5nnte Behn erften fbä>M f drehten : ba§ bie ! 
bcr ©tetd^unflcn andf «= 2 (»w' -f- w')i ötfo bcr Sbijal^f bcr teil 
d^cn ßonftantcn gtcic^ toäre* — SlCctn bicfcr SMl crforbci 
näl^crc Untcrfud^ung. — ®c^t man: 

unb: 

fo ift (eid^t einjufei^en, ba^ ber (Soeffictent bon: 

ift: 

unb bag bie Scefftdenten k>on: 

rc[}). finb: 

®e^t man biefe ßocfficicnten = 0, [o crl^alt man bie n' — n 
d^ungen : 

,.(^.0, -(^) =0, 



&c. &c. 



Jli(/S 



;._<..__«), - &c. + (- 1)-—' (^J^' \= 



berfelSen aai ben Soefficiettten bon: 

V rfx-'-i A' V da*-* A V dr-'-c'-) A 

.cleitet finb; fc ift Itdr, ba§ fxc gonj frei finb öon irgcnb toddfm 
[ V abgeleiteten ©Uebem. — 

3Dcr erften biefer ©teid^ungen toirb genügt, toenn man A^ = 0, 
r OS«0i = fe^t — SBlr tocUen biefe beiben annahmen cingefo 

:erfuci^en: 1) (g^ fei i^ =0 nnb (ß^Oi ^ 0, fo rebncirt fid^ bie 

cite bcr bcrl^ergel^nben ®(eid^nngen auf: 



(»,),.(g)=0. 



tx »eil (/3,.)i^0 ift, auf: 

dk 



(S.=«' 



b man fie^t leidet ein, ba§ bic Slnna^men: 



X,=0, (^)^=0, ßn'> ober<0 



t b ritte biefer ©Wd^ungen auf: 



(S),=» 



DUdrt; u. f. f. — 

^ierau^ erl^eüet: ba§, ipenn (/3«0i nid^t =0 gefegt toirb, bie 
rl^ergel^enben ©leic^ungen gleid^bebeutenb ftnb mit: 

benfo ergibt ftd^, bag bie aM ben Soefficienten: 

; ber SJorondfe^ung , ba$; 



fümf ober 
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an ber oberen (Stenge nid^t k>erfd^totnbet, abgeldtetett WxiSfm 
gen gleld^geltenb flnb ntit: 

'.=».(■1).=» (■^S-)=0. <E, 

®c^t man nun n -- n>m! — m, fo ift Aar: baf bicfc ®Ieid^ 
gen ntit ben crften m! -^m ©(ei^ungen ber ®nt)>))e (D) ibetdifcf 
finb. !Die 9ln}al^( ber ^ülf^gleid^ungen loirb alfo vm m' -■^m'm* 
minbcrt — unb tpenn biefetbe Sßoraudfe^ung auf bie untere @ren]^ 
angetoanbt toirb ; fo finbct eine ä^nfid^e SScrminberung ftatt -— 3b 
biefem %aVit ^aX man alfo gur Seftimmung ber loUttfirUd^ Sonftttn« 
ten nur 2 (m' + ^') "" 2 (jn — m) = 2 (m + n') ®(eid^ungen, unb 
c^ bleiben mitl^in 2(m' — m') Sonftanten unbeftimmt — 

2) g^ fei Xi ^0, fo toirb bie erfte ber ©leid^ungcn (C): 

3n golge biefer legten ©feid^ung unb toegen ^i ^ rebudrt ftd^ He 
jtoeite ber borl^ergel^enben ©feid^ungen (C) auf: 

unb bie b ritte toirb: 

0]^ne biefe Unterfud^ung n)eiter fortgufe^en, fielet man fd^on: ba§ bie 
äSerminberung ber Slngal^I ber ^ülf^glei^ungen* ^ier nid^t ftottfinbet, 
toie im borl^ergei^enben %QÜt, toeit bie avA ben Soeffidenten Don: . 

^y^' i-dx-\ ' ^'' 

gebitbeten ©leid^ungen bon ben au^ ben Soeffidenten 1)0q: 



f39 



*'" (^V *"• 



A geleiteten offenBar Der (Rieben ftnb. — 

3) Semer totrb ben beiben erften ber ©(ei^ungen (C) ge« 
B&gtf tDemt man fe^: 

^1=0, (Ä,), =0, 

Mbitc^ bie britte ber ©(eid^ungen (C) auf: 



(S),(^--^),=« 



lAttdrt iDirb, unb biefer le^ ®Iei^ttng gefd^iel^t @enfige, menn 
wm entoeber fe^: 

tber: 

3it ber erften SSoraudfe^ung flnb bie brei erften ber ®(ei^imgen 
(C) gM^bcbeittenb mit: 

mb in ber }ii>eiten 93orandfetsung l^ot man: 

8a# bie oM ben Soeffidenten bon: 

dSz\ 



^''' (-ät)/ *•'• 



li <U|«il^l^l 



®Iei(i^ungen betrifft, fo ift Kar, bog bie erfte 93orattd^ 
fetong bie beiben erften biefer ©leid^ungen, nämlid^ bie, \oA6)t and 
ben Coefflcienten ber SSariotionen: 
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abgeteitet ftnb, auf = rebucirt, fo ba§ bie Xnjal^I ber $filf^ 
d^ungen um jmei k>erminbert tohrb, toS^renb in ber Itl^ttn So^ 
ou^fe^ung fid^ biefe Slngal^I nur um eine (Sinl^ bertteinert — 

Olf^ne biefe ^etrad^tungen toeiter fortjufe^, er^Oct an« bOB 
©efagten fd^on l^inretc^enb : f) bag, loenn j[ebe ber beibcn (Shdfa 
O^nOi; (/3'»')i <ttö enblic^ angenommen toirb, bie 0n}al^( ber friiqft« 
gletd^ungen fic^ um w! — m k>erminbert — unb bag burd^ bicfeOe 
Sbmal^me ^inftd^tttd^ ber ®r8gen (/3,0o> 0)'»0o eine gleiche Sermiii^ 
berung biefer älnga^I (eiDirft toirb; — 2) bag, iDemt bie erftc ®U' 
d^ung ieber @ru)>)>e, b. 1^. bie, toefd^e aud ben Soeffidenten bon: 

gebiCbet ftnb, burd^: 

0Si.0i = O, 0S'>.Oi=O 

k^erifidrt b)erben, bie Sfnjal^I ber ^filfdgleid^ungen ym eine jtDifd^ 
unb 2(m'— fw') incL Iiegenbe3Ä^I berlteinert toirb, jenad^ ber 
ärt, toie man ben übrigen ©leid^ungen ©enfige Idftet — 

S)ad (Snbrefu(tat ber gangen ^or^ergel^enben Unterfud^nng laft 
ftd^ nun fcigenbermagen au^brfidten: 

1) Sßenn m > m' unb n':>n' ift, fo ift bie Orbnung<)al^ ber 
Snbbifferentialgleid^ung bie grdgte ber beiben B^^^^n: 

2(771 + n'J, 2(m' + n), 

unb man l^at gur JBeftimmung ber in i^rem boQftänbigen Sntegrok 
k>orfommenben miQIürlic^en Sonftanten eine l^inreid^enbe Slnso^ 
öon ^iUf^gteid^ungen. — 

2) Daffclbc pnbet \iati, toenn m>m' unb n<n' ift — 

3) Senn m'>m unb n'>n ift, fo toirb bie Orbmtng4)al^I 
ber (Snbbifferentialgleid^ung im SlUgemeinen burd^: 

2 (w! + n') 

audgebrfldtt — unb il^r aUgemeined 3ntegra( larni eine älnjal^I un« 
beftimmtbleibenber Sonftanten entl^atten, meldte bie tieinfte ber 
beiben ^(ä^vx: 

2(m'— m), 2(n' — n) 
nid^t überfteigt — 
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t\- 60. ^oiffon fagt in feiner fd^Stibaren 9l6^anb(ung Aber bie 
\ .Satiationdred^nung *), ba| bie ShtflSfung einer Sbtfgabe, n>ie 
He D^rl^in unterfnd^te, im 9l((gemeinen unbeftimmt b(eibenbe 
; Conftonten entl^tten mfif f e, n>enn bie Sieloticn {loifc^en ^ unb s burd^ 
eine S)ifferentialgleid^mig ou^ebrädt n>irb, ol^ne bief e ®e]^au))tung 
jcbod^ }n moti^iren, toddft mit unferm bcr^ergei^enben (Srgeiniffe im 
MOtgen X3iberf)mtd^e ftel^t — !Dad Siofonnement, n>e(d^ed ^ciffon 
iu biefem ©d^btffe gefül^rt f)(d, mag tits>a folgenbed gen>e[en fein: 
(Bcfe|t bie !£)iff erentiolgleic^nng : 



i = 



[ fei inte grabet, fo ba| fte ben Sßertl^ bon z aü ^ction bon x^y 
\ nnb einer Snjal^I arbitr&rer Senftanten gibt, man alfo l^at: 



* — / [Xf y, _ •♦•.€, C f • • • *h 



toetaia bie SJertl^e bon: 

dz €Pz 



&c. 



abgeleitet nnb in bie gegebene ®r5|e Y fnbftituirt werben mSgen; 
fo toirb y anf bie gorm : 



Y^Fyx, S' ^ • • • * ^' ^'' • • • 7 



gebrad^t — SSenn mm bie 93ariationdred^nnng angett)anbt loirb, 
nm bad ebentneQe 3Ra;imnm, ober 9)tinimum bon Jy(ir ju fin« 
ben; fo ift Kar, bag bie Sfnfßfung im ungemeinen aQe bie arbiträr 
ren Sonftanten entgolten n>irb, meiere in Y borlommen, b. 1^. alte 
bie (Sonftanten e, c\« «, \ot{6ft burd^ Integration ber ©(eid^ung: 

i = 

eingeffi]^ finb*— Unb ba bie ^agrange'fd^e iStet^obe nur eine an^ 
bere Sßeife ift, baffelbe }u betoirfen, fo ift ju ertoorten, bag bad 
(Snbrefultat eine gekoiffe 9bi}a]^I unbeftimmt bleibenber Sonftan« 



*) Mim. de llnttit tom« Xn« p. 258. 
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ten enti^alten toitb. — {)ierauf ator ttiUto ortc u nAx: bog bie nod^ 
biefen bciben SKetl^obcn gcOftcn »ufgaBcn tocfentlid^ Detfd^iebe« 
fmb, — ©ci bcr crftcn, too bic ®r8§cn c, <^, ..♦ ott unbcrftn« 
berüd^ boraudgefe^ werben, fud^t man unter aUen SSerfi^ßaneii 
bon y unb s^ tt>eld^e ber ))articu(&ren ®(eitl^ung : 

« = r (^; y» ^ • * • «^ c' • * •) 

genügen, ba^jenige ©Aftern, meldte bad gegebene 3ntegra( }tt ebiem 
ajiafimum, ober SKinimum mac^t — aber bei äntocnbung ber 
Sagrange'fd^en SJ^et^cbe n>trb bad k>erlangte SBertl^efi^ftem nid^t b(od 
unter benen gefud^t, u>e(d^e ber {Hirticuloren ®(eid^ung (a) gotfigen, 
fcnbem unter aQen benen, loeld^e ber adgemeinen &iA6fvas%: 

L = 

genügen. — SBenn alfo btefe Sßetl^cbe bolßcuunen ift, fo nmg {ie 
bie Wüd an bie $anb geben : bae berlangte Sßertl^ef^flem otM aOen 
benen l^erau^guftnben, tpeld^e ben unenb.Iid^ btelen ©(eid^ungen ge« 
nugen, bie an^: 

abgeleitet tperben fönnen, inbem man ben Sonftanten b er fd^i ebene 
SBcrt^e beilegt. — ®ie mu§ alfo bie jur ©eftimmung biefer (&>n* 
ftantcn l^inreid^enbe Slnjal^t bcn ®Ieid^ungcn liefern. — ®n eittfad^ 
SbOipkl tont bied Mt^ gel^örig er(&utem. 

Seif|)tel. 
füflon foQ für bie burd^ bie !£)iffereutialgleid^mtg: 

xxüt einanber berbunbenen i^nctionen ^ unb s fold^e Sonnen fbibcn, 
bag ba« 3ntegrat; 



Wi 



ein SWinimum toirb. — 
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Hitfl S>a Ue Otdd^mig (A) intestabel ift, fo lotm bie 
Snfgobe nad^ i^er ber beiben SRet^oben Bel^onbeft tt>erben; b. 1^. 
man tarnt entioeber bie Oldd^imgCA) integriren, unb mittelft il^red 
dntegrab«: 

a?« + y« + Ä« = o« 

bie ®r}ge -^<^V efiminiren, el^e man bieSBariation^re^nung 
amoenbet, ober man larni leitete unmittelbar auf ben 9(udbru<{: 



M' + ^- + Ä) - 



omoenben, unb na^ ber SRetl^obe t>0n Sagrange (A) atö eine Sbt^ 
bingnngSgleid^ung betraci^ten. — S)ie Slufgabe ift aber in beiben 
S&Qen tot^tniUäf berfd^ieben, toa9 n>c^( am beutßc^ften etn^ 
lend^ten loirb, toenn u>ir il^re geometrifd^e i93ebcutung in beiben 
SfiQen ind Stnge faffem — 

Sei ber erften SRetl^obe, tjoo bie ®Ieid^ung(A) integrirt n)irb, 
e^e man SSariationdred^nung anioenbet, beftel^t bie 9lufgabe barin: 
auf einer gegebenen ftugdp&d^e k>on bem ^albmeffer a bie für^ 
jefte 8inie ju jiel^em — !Cie glSd^e, auf toetd^er bie gefud^tc 8inie 
Begt, ift olfo bottftSnbig fijirt, inbem fctoo^I ber SWittcttJunlt, toie 
ber f)albmeffer ber ftugelflSd^e gegeben ift— Sei ber SBel^anblung 
ber aufgäbe nad^ ber «agränge'fd^en SWet^cbe bagegen fann man 
eine beliebige ÄngelflSd^e, bereu SDWttelpunIt ber Sccrbinatenanfang 
ift, Ol« bie gtfid^e toS^Ien, locrauf bie ffirjefte Sinie gu jic^enift — 
unb loenn bie SuflSfung ber aufgäbe ^cOftanbig fein feil; fc mug 
biefe a»et$obe nid^t b(od eine Siegel für ba« Biegen biefer Stnie auf 
einer f))ecienen, fo audgeU)&]^Iten ^gelfläd^e an bie $anb geben, 
fonbem aud^ eine ©teid^ung jur Seftimmung bc« $albmcf[erd ber 
Stiigäfl&dft, auf loeld^er bie fo gegogene Sinie Ifirger ift, atö bie 
üfftüiäf geaogene 8inie auf Jeber anbem Äugetpd^e. — SBcnbct man 
biefe SWetl^obe tohrltid^ an, fo flnbet man: 



a = oo. 



Um biefed bargutl^un, looUen toir annel^men, bag bie ©rengtoertl^e 
Don X gegeben finb; b. I^* e^ foöen bie gormen ber Functionen y, 
% fo beftimmt toerben, ba§ bad dntegral: 



I 
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i:v('+s+^)-^ 



ein SRinimum b)irb, tpenn bie ®ren}b)ertl^e xq, Xi gegeben, imb 
bie i^ncticnen y, % burd^ bie IDifferenjialgleid^ung: 

, rfy , dz ^ 

mit ctnanber bcrfnü})ft jinb. — 
$icr ift: 

unb fo(g(td^; 

dy d» 

p ^5 jy ^^ 

t^crner ift iiad^ ®(etd^ung (A): 
unb bie ©leid^ungen: 



i,'+,„'_ffi±M:) + &e. = 



tperben bolzet: 




»^+-|f-^T — ::-. -.-i . I = o> 



(f2 



(B) 



-+-lv/(.+^+|i)'-' 



>1 
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jcm bcr Soeffident »on X m jeber ©leid^utig toon fettft toerfd^toin« 
t. — 

gümtnirt man-z- gtoifci^cn bicfen ®(eid^ungcn, fo erl^ätt man: 

dy \ / dz 

dx \ d dx \ n 




v^o+g+^i) ^n^C'+s+s) 



ib JDcnn niou biefc ®(etci^ung intcgrirt, toaö offenbar tl^imtid^ ift; 
finbet man: 



^y 



\z 



dx ^ dx 



\/('+s+S) ' 



-vr = c, (B') 



> c eine arbiträre ßcnftantc ift. — 

Um biefe ßonftante ju beftftnmen, mng man bie bon bem 3nte^ 
algcid^en freien ©lieber betradj^ten, — ©a nun x^, x^ gegeben 
i^ yi? yo^ %, ^ unbeftimmt fmb; fo muffen offenbar bie ßoef^» 
ienten bon Jyi, *yri; ^«i, ^«o eingeln berfd^toinben. — SDian 
\i bal^er bie ®Ieid|!ungen : 

(Po + A/3)i = 0, (P'i + A^'3o = 0, 



>cr: 



v/(' +-S+ 






dz^ 




dx'^ 
dz 



(C) 



ir bie obere ®renje, unb jloei äl^ntid^c ©leid^ungen für bie un« 
jtc ©renje* — 

10 
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jOurd^ Elimination t>on ^i ergibt fld^: 



dy dz 

% — - — if — 



folglich ift c = 0, unb (Slcid^ung (B') tcbudrt p^ auf: 

dy dz f. 

dx ^ dx ' 

tocraud burd^ 3ntegration folgt: 

Jf = »12. 

S)te gefud^ten Functionen toerben ntitl^in burd^ bie beiben ©leid^imgen: 

Beftinmit — ©el^t man nun ju ber erften ber ©(eid^ungen (B) jtt* 
rüdt, unb eliminirt y^ z mitte(ft ber eben gefunbenen ©(eid^ungen; fo 
erl^SIt man: 

^ dx a ^ 

U)oraud fid^ burd^ 3ntegration ergibt: 

1 . X 

X — — arc.sin - = 6. 

a a 

Sin ber oberen ®ren}e ift alfo: 

Xi arc.sin — ^ = 6, (D) 

a a 

unb toenn in bie erfte ber ©leid^ungen (C) für: 



»''(dJ)/ (5^)1 



il^re SBertl^e oi& ^^ctionen bon x gefegt loerben; fo finbet man: 
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kim fexnex X| itDtfd^en (D) unb (E) elitntnitt tohrb, fo nffoü man : 
0lb ebenfo ffir bie untere ©renge: 

Riefen ©leid^ungen loirb burd^: 

a=: 00, 5 = 

genüge geiciftet. — SBcnn a uid^t =go ift, fo ergibt fid^ burci^ 
Cnbtractton biefer betben ©(cid^ungcn bic ©Icid^ung: 

Xi . Xf Xq Xq 

Mc^ »egcn ari>»o offenbar unmSgUd^ ift— SWitl^inifta= c» 
I« ringige SSäertl^ bcn a, todci^er ben ®lcidf>ungen (F) unb (G) ge^ 
iiSgt — 

Dicfc« ©eif<>iel jcigt bünbig: bag bic Sagrangc'fdf^c 3Wct^obc 
iBDner eine ©teid^ung jur ©cftimninng ber burd^ bic Integration bcr 
Sebingungdglcic^ung eingefäi^rten arbiträren (Sonftante an bie 
^onb gibt, unb ba§ mitl^in bic burc^ bicfc SKcti^obc erhaltene SUiflö*' 
fntg im SlQgemeinen feine unbeftinunt bicibenbe Sonftante enthält 
- SJa« bie in ber jefeigen änflöfung t)orIommenbe Sonftante m an^» 
hsgt, fo ift leidet erftd^tlid^: bat beren (Srfd^einen rein gnf ällig unb 
bcr te^igen 9(ufgabe eigcntl^fim(ic^ ift; aber in feinem ^atte babon 
tcrrü^rt, bag bie Sebingungdglcid^ung eine !DifferentialgIeid^ung 
$, toie ^oiffon meint — Denn toenn man baö 3ntegrat: 

^' + y^ + *' = a* 
oU 9ebingttng^g(eid^ung nimmt, unb z oMi 



/M 



'+^+^)^ 
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c(immirt, cl^c ntau 33artattcndTcci^nung anlDenbet; fo mtff&lt bie %tf« 
Wfung bie (Senftante m awdf noc^. — ©cowctrifd^ Q^\pxoäfm, bc* 
beutet tau ä3crl^anbenfein biefer Sonftante: bag man {tpifd^en pA 
*?aratlelfrcifcn auf bcr Äuget eine fürgefte 8mlc jicl^cn folf. — 

Die ))crl^erge]^enbc allgemeine S^^eorie fögt fid^ leidet auf ben 
%aU bon brci unb meisteren t^rimitiben cber unabJ^ängigen 
Functionen y, z, u , , . aui^bel^nen, unb bad SSerfal^ren hiübt fu( 
\o\\>cf)i ](^infi(if>tlid; bcr Verleitung ber allgemeinen iDIfferentialgler* 
d^ungen, al« l;infid;tlic^ ber a3eftimmung ber in bcr Stuflöfung bw* 
fommenben toiüfiirlici^en Genftanten ä^nlidj^. — - äntocnbung^beifjndc 
iperben in fiaj>. 4 bei ben geometrifd^en Slntoenbungcn ber 8c* 
riation5^recI;nung bor!cmmen. — 

aufgäbe VIIL 

6 1 . ^}S}a\\ foll biejenigc gönn ber Function y beftimmen, toctdje 
bad 3ntegral: 

ju einem 9)!a(imum, ober äRinimum mad^t^ unb gugletd^ ber 
öebingung : 

jV'dx = c 

genügt, inbem V unb V Functionen bon: 

or, y, ^, &c. 

finb. — 

SlufL S)ie »ebingung für ba^ SKaf, ober min. bon Jydi 
ift h>ieber loic früher: 

DJVdx = 0, 

unb bie S3ebingung: 

jV'dx — c 
gibt: 

D.JV'dx=0. 

35ie Sluflöfung biefer 9lufgabc ivirb alfo nad^ ber ßagrangc'fd^ : 
3)ietI)obe gefunben, toenn man bie jipcite biefer (S(eid(>ungen mit einer 
unbcftimmtcn ©röße X muftij)licirt unb ba« ^robuft gu ber erften ab^ 
birt, njoburc^ man erl^ält: 
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Äu« bcr govm bicfcr ©leid^ung erl^öct aber : bag bcrfdben nur ge^ 
lügt tperben lom, tpenn man fe^: 

X = const« 

Denn tocnn man für d.jVdx unb djv'dx \f)xt SBcrt^c fe^t, unb 
(i>ieber tote frfil^er bcrfäl^rt; fo geben bie Don bem Ontegralgeic^en 
freien ®ßebcr eine ©teid^ung, tt)orin nur X unb conftante ®r5gen 
ootlommen, unb toeld^e mitl^in für X nur einen conftanten SBertl^ 
geben lann. •— !Die Slufgabe njirb alfo burd^ bie gorm bon y ge* 
[8ft, toetc^c ba« 3ntegrat: 

SCV+mV')dz 

)U einem abfoluten 9Raf., ober 3ßin. maci^t — ÜDiefe^ SntegraC 
tnw§ bal^ ganj ebenfo bel^anbeft njerben, n)ie ba^ 3ntegral jvdx 
in 8(ufg* II bel^onbett ift — !Der fo gefunbcnc SCu^brud Don y mn^ 
alfo bie Sonftante m entl^altcn, tt)ei( bie nad^ bem SSerfal^ren in 
äufg. II gebitbeten ©feid^ungen blo^ gur Seftimmung ber burd^ bie 
Integration ber ©iffcrenjialgleic^ung eingeführten ßonftanten l^inrei* 
d^enb finb. — 3)iefe Sonftante m loirb aber baburd^ beftimmt: baß 
man ben äßertl^ oon jV'dx mö) bem gcfunbenen Don y bered^net 
unb = c fe^t äBenn g. ®. unter aüen formen bon y, toüäft ba^ 
Sntegral: 



f^(' + s) - = 



machen, bie eine gefud^t loürbe, ioeld^e jydx ju einem aWajcimum 
mad^t; fo müßte man junäd^^ft bie gorm Don y fo beftimmen, baß: 



/i»+v('+s)h 



ein abfotute^ SDiafimum n>irb, unb nad^ bem fo für y gefunbe^ 
nen SBäertl^e, toetd^er bie ßouftantc m entsaften muß, ben SBert^ be« 
Sntegrate^ : 



M' +%)-■ 
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®c^t man nun enbßd^ bicfcn (e|tenSSertl^ ber gegebenen (Sonffauric 
c iltii) ; f ergibt fici^ au^ biefer ©leidj^ung ber SSertl^ Don m — 
unb bic SlufliJfung ift mttl^in boßftänbig. — 

iDiefc Il^eoric fann aud^ teid^t auf ben Saß t)on gtoci, ober 
ntel^rern gegebenen integralen em>eitert tperbem IDenn koemi: 

■ 

bie 3ntegra(e finb, bereu SBertl^e gegeben finb; fo fielet man Idd^ 
ein, bag ber Slu^brud, tuetd^er ju einem abfotuten Sna^imunt 
gemad(!t toerben muß, folgenber ift: 

J( V + w V + m' V" + &c.) dar. 

Stufgaben biefer Slrt njerben ifo})erimetrifd^e genannt, koegro 
ber l;tcl;cr gel^örigen Stufgaben, U)o ed fid^ barum l^anbeli: unter 
aUen l%ien bon gegebener Sänge bie eine }u finben, loetd^e ein 
gegebene^ integral gu einem Sßajcimum, ober üßinimum mad^ 
— !J)a aber bie Benennung: ifo})erimetrifd^e Probleme ni^t 
bie gange ^taffe l^iel^er gel^öriger Stuf gaben umfaft, olfo eine gu be^ 
fd(!ränfte ©ebeutimg l^at; fo ift e^ offenbar rid^tigcr, bic ®cneu* 
nung: relatibe SKajrima unb SKinima angutoenbem — 

äntpenbung^beif^jiete l^ierbon njerben bei ben geometrifc^en 
änloenbungen ber SSariation^red^nung in Sa)). 4 oorfommen» — 

ÜDie ©el^anblung ber ©leid^ung: 

ober bietmel^r: 

Z)./cy+fwy')<to = 

bleibt in SSegug auf retatioe SKajima unb SKinima offenbar 
gang bicfclbc, xoxt für abfolutc; aber bie Slnloenbung ber 3acobl* 
fdj^cu 5E]^coric in^cjug auf bie giocite 35ariation ift in biefen beiben 
gäöen njefentlid; berfd^ieben. — ©clauna^ ift in feiner toeiter 
oben (©• 87) angcfül^rten Slbl^anblung auf biefen ©egenftanb nSiJer 
eingegangen; allein in biefem Il^cile feiner fd^afebaren Slrbeit fd^dnen 
und feine @d^(üffe unb 9iefuttate tpeniger genügenb, att in ^egug 
auf ab folute äRajrima unb äRinima, loedl^alb toir l^ier in einem 
für bad erfte @tubium ber SSariationdred^nung beftimmten Sel^rbud^ 
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jea SC^eil ber aOgemeinen X^orie übergc^n — unb beii Vrfet auf 
1 Xbl^onblung bon S>e(auna)^ fe(6ft bcmeifcn. *) — 



^ 93enn bur^ bie 2agTatige*f<i^ SRet^obc cincXufga^e fibcr rrlati)>e 
ftai^ima unb SRtntma auf dne fibcr abfolutc jurfldgefttbrt iß, fc t>rrßc^t 
14. loott felbft: bag au6f ha9 SacohV\dft jirttcrinin dnvoenbbav bleibt. — 

an beut testen 8df)>tcU bot man: 

r.=j(,+™^(i+^))dx, ; 

ab ba * tu F tit^t e|:)>(tctte i9or(ommt, nadf (6) auf €^. GO: 

(ha: 

tn— ^^ — 

fiVi^: 

(, _ cy + (a: - c"3' = tii«, (a) 

Im • (etd^t bnr^ c audgebrficft toirb. — 
Setter i^ nun: 

d^y m ,^. 

2^-^ = »Itb: 1 _— ^^—-=0, 

^NttBi folgt: 

Vi' +sy 

^= d^y • 

cte« 






SU 
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@c^t man bicfcn SSBeit^ »on m in (ß), fo et^It mon: 

1 



Qi = 



d-y 



dx 



•i 



3cna(^bem al|o — 4 negattt), ober )>ofitito tfl, gibt (a) ein SDlap' 

warn, obcv SDUuimum öon 17. — 

^a^cdeu ijl ofjcnbar ba« 3aco6t')(!^e ^nteriiim nid^t me^r aitkoenbbar, 
)vcnu in V i\\>t'Xf ober inef^rere ^rimiti)>e gunctionen y, t, . . .^ t'tfx 
n>cnu bov^cltc unb me^rfaci^e Sutegrale barin tMxtommen. 

C^nblic^ ma^ nod) bemertt n>crbcn, bafj ft(!^ in ben legten Sauren au(!^ 
55crtranb, $ciuc, ©cffc, SÄinbing, @<)i(jer jc. nnb (S(eBf<i^ mit bcr 
^evlcituui] unb tveitern (2utn.n(!e(un^ bec Sacobi^fd^en X^eorie Befil^Sfttgt ^« 
(en — unb bafj namentltd^ C[(eb|d) p^ ibeinülftt l^at: bic Unterfu^ung auf ben 
gaC( mehrerer :|}rimitii?cv Functionen unb mel^rfad^er 3ntegra(e 9Xi%* 
gubel^nen (C^rctteüi Sournal ^anb 54 unb 55), jiebot!^ lönnen btefe Unterfud^un' 
gen nod) nid;t in ein (Slementarle^rBuci^, xoxt ba9 i^orliegenbe , aufgenommen 
n>erbcn. — €5. 
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2lnQitnliun0 Her ))anatton0red)nung auf fitomtUxc. 

A. 21 uf fr'umme Sinicn. 

62. ÜDic gcomctrifd^cn äntocnbungen bcr SSartation^red^nung 
Bcfd^ränfen \iäf au^fd^ttc^Kc^ auf bte 5El^eorie ber SDiajcima unb 
SKiniuta fold^cr ®riJ§cn, toctd^e burd^ einfädle unb bopj)e(te 
bcftünmtc 3ntegrale audgebtücft toerbcn, toeit bei gcometrlfd^en Un^ 
tcrfttd^ungen üb^ffaWft l^öd^ften« gtpet inbe})enbentc Seranbcrßd^c 
Dorlommctt fiJnnen. — J)enn fo tpie in bcr ÜDifferentialred^nung 
icber Slufgabc über a^ajima unb 9Rinima, toobei nid^t mel^r att 
jtoci uibe^>enbente SScränberüd^e in Sd^^ttaäft lommen, eine geome^^ 
trifd^e ©nfteibung gegeben toerben faun, ebenfo fann man in ber 
SSariation^red^nung ieber 2lufgabc über äWafima unb äJiinima 
eine geometrifd^e 8<^ffung geben, njenn babei nur einfädle, ober 
topptitt beftimntte Sntegrale Dorlömen* — 3n ber ^Differential* 
rcd^nung iüvdtt eine fofd^e Slufgabe befanntßd^: „SBenn eine frunnne 
8inie, ober gläd^e gegeben ift, bie fünfte berfelben gu finben, für 
loeld^e bie Drbinate ein aWafimum, ober aWinimum ift" — 
aber in ber SSariation^red^nung beftel^t biefe Slufgabe barin: 
„!Die Slatur, b. 1^. bie (Steid^ung einer fntmnten 8inie, ober gfäd^c 
jtt finben, toüäft bie ®genfd(^aft ffat, ben SBertl^ eine« gegebenen 
integrale« ju einem SKajimum, ober 2ßinim um ju mad^en." — 
SBenn in ben aufgaben ber frül^ern Äa})itel für bie SBorte: ,,i$orm 
ber Function" bie SBorte: ,,5Ratur ber frummen Sinie, ober 
glad^e" gefegt loerben, fo ffat man offenbar fd^on il^re geometri# 
fd^c gaffung, in toetd^er biefe Sluf gaben aud^ juerft t>on Sol^* unb 
3ac. ©ernoutfi bezaubert finb (Acta Erudit 1696-97,). — 
Snbem toir bie geom etrif d&en Änmenbungen ber ffioriation^red^^ 
nung in befonbem Äa|)itetn ab^anbetn, befd^ränfen toir un« babei 
lebigßd^ auf fotd^e aufgaben, in »etd^en bie beftimmten 3ntegratc 

10* 



154 

rein geometrifd^e ®ri)gen: Sangen, }^Sidfm, 95oümten ouSbrfiden » 
unb toevben bte 9luf gaben, toorin bie beftunmtcn 3ntegrafe mec^a« 
nifd^e ©tSgen: S^ittn, ßrafte, ober ©cfd^totnbiglciten ou«* 
brüden, toenngletd^ bie gefud^te ®r9ge eine fnmrnte Sinte, ober ^ 
ä)t, atfo eine geometrtf(i(fe ®r9ge ift, \p&tcc in einem \ptääim 
äapM nnter ber Sluffd^rift: ,,mec^anif<i^e Sbilpenbungen ber So^ 
riation^red^^nung" abl^anbetn* — SBir beginnen mit ber folgcnbcn fdjr 
aUgemetnen Slufgabe, n^eld^e nnd fotDol^it bei ben geometrifd^en, Urie 
bei ben nted^antfd^en Slnioenbungen unferer SBiffenfd^oft bon %riya 
fein toirb, — 

Slufgabe L 

63. SBenn ds bad Clement einer ebenen Surbe unb fi eine gc^ 
gebene Function il^rer Soorbinaten x, y ift, bie Statur biefer Surbe 
fo }u beftinmten, bag Jiids ein SJZa^imum, ober SDtinimum lotrb. 

$luf(. 3nbem toir bie Sagrange'fd^e üßetl^obe, ate bie mel^ 
f^mntetrifd^e, antoenben, bctrad^ten toir « afö inbe|>enbcnte Skrün* 
berßd^e unb bie Soorbinaten x, y atö t$unctionen bon $, toeld^e 
burd^ bie ©feid^ung: 

dx^ dy^ _ . 
de' "*" d8^ ~ 

berlnü})ft ftnb- — !©ie ©teid^ungen (A) auf ©• 130 toerben in bie^ 
fem gaöe: 



. dx 
d(i dB 

dx dB 

dfi dB 



dy dB 



= 0, 

(A) 

= 0. 



©enn man biefe ©teid^ungen ref|>. ^ ^ > ^ mutti|>ßcirt unb bie 
^rcbuftc abbirt, fo ergibt fid^ offenbar: 

dX dfi 

dB dB ' 
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lP9ratt9 folgt: 

!Dic totölörßci^e Sonftantc a ift offenbar baburd^ eingcfül^rt, bag 
• old inbe)>enbente 93eränberli(i^e getpol^It ift; benn man gelangt 
offenbar burd^ bad angetoanbte SSerfal^ren ju berfelben ©(eid^ung^ 
man mag Jfxcfo, ober J(fi + c)<fo ju bem nrf})rüngKd^en integrale 
tiel^men — b* ]{|. in geometrifd^er @})rad^e: man erl^äft burd^ biefe 
SDtetl^obe baffette {Refultat, bie Sänge ber ßuroe mag gegeben fein, 
ober nid^t — ÜKan fielet jebod^ leidet ein, baß fid^ bie gegennjärtige 
Aufgabe oon bem ifo})ertmetrifd^en Probleme baburd^ unterfd^ei* 
bet, bag a = gefegt ift - 5Denn toenn bie inbej)enbcnte SSerön^^ 
berßd^c bon » in ö umgefefet njirb, fo toirb bie ©leid^ung: 

/i*+»(f-^+f-if)i*=»' 

inbem mm fi + a fär ^ fe^, auf bie t^orm: 

fdx ddx , dy ddy \ 

A ^ I r . ^ V ^' ~de''^de'~dd') , ^ ^ 
«f^^ + Qi+a) -^ 1^ = 0, 

de 

ober toegen: 

dx ddx dy dSy ds di» 




dd' dd '^ de* de de* de 



auf: 



jo 



dB . dis . dds 



"•1+"^+«^)^»=» 



rebucirt, loeld^e offenbar mit ber ©teid^ung: 



a.^^dö + aa.J^dö^O 



ibentifd^ ift — «Senn alfo nid^t a t= ift, fo ge^drt bad burd^ biefe 
SDtetl^obe geßfte Problem ju ber Stoffe ber ifo})erimetrifd^en 
^robteme, nämlid^ unter allen (Suroen k)on gegebener Sänge bie yx 

de 

flnben, toeld^e Jju -f^de ober Jfirf« ju einem SDiajfimum, ober SDii* 
nimum mad^t — 
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®e^t man a = 0, fo tft ^ = ft, unb tocnn man bicfen ©etH 
in jcbc bcr ©Icid^ungen (A) fubftituirt; fo pnbct man: 



dii dx dfi d'x 

dx ds^ ds ~^lii^' 

dfi dy diJk d^y 

dy ds'~d$~^'d$^' 



pbcr für J^ feinen SBertl^: 



gefefet: 



du ^1 ^ dy 
dx* ds"* dy * ds 



dy /dfi^ dy^ d^i dx \ d'^x 

ds \dx * ds dy ' dsj ^ ds^ * 

dx /d(i dx dp rfy \ d'y 

ds\dy* ds dx* dsj'^^ ds^ 



(B) 



SD?uItiJ>acirt man biefe legten ©leid^nngen x^p. xmt ^, ^ «nb 
gicl^t bie ^robufte bon einanber ai , fo ergibt fid^: 

/dy d'^x __ dx^ ^^y\ f* _ ^f^ dy ^dfi dx 

^\ds * ds* ds* ds^ J q '^ dx* ds "^ Hy* d$ ' 

too Q ben Ärümmung^l^albmeffer bebeutet, ober loenn «, /S bie ft)i6cn 
2Bin!et be^eid^nen, toeld^c bicSRormate mit benßoorbinatenajcn mad^t: 

i==_if^co8a+$?co8^. (C) 

Dtefe ®(eid^ung entl^ält bie geometrifd^e Definition ber gefud^ten 
Suroe, unb c^ ift offenbar nid^t möglid^, fie njciter gu integrircn, 
ol^ne t>oxf)tx bie gorm bon ^ naiver ju fljiren; jebod^ laun bie fot 
genbe (Sigenfd^aft nod^ aud ber aÜgemeinen ©(eid^ung (C) l^ergeleitet 

toerben. — 

fds 
— baö gegebene 3ntegral ift, fo unterfd^eibct fid^ ba« 

jRefuItat, ju toeld^em man gefangt, bon (C) nur burd^ ba« ^ci^ta 
ber redeten ©eite; e« ift atfo: 



-= + -(?- cos« 4- ?- co8/Sy 
Q fi \dx * dy ^ / 

SBeibe Stufli^fungen ftnb aitt entl^alten in: 

luib miäfva [teilen bie in ber ©(eid^ung: 

entl^attenen jkpei Surben in ber ® egiel^nng ju einanber : ia$, tDenn bie 
eine ba^ integral Jfxrf« ju einem SKaf., rber SKin, mad^t, bie 

/ds 
— biefetbe ©genfci^oft l^ot. — 

64. SBenn bie ©rengtoertl^e bon x unb y gegeben fmb, fo toer=» 
ben bie in bem 3ntegrate bon (C) ^ortomntenben arbiträren Sonftan« 
ten burd^ @ubftitution biefer SBertl^e beftimmt — Slber toenn bie 
®ren)))un!te ber gefud^ten 6urt)e mittetft ii^re^ !Durd^f d^nitte^ mit}U>ei 
gegebenen ßurben beftinunt »erben, fo lägt fid^ allgemein geigen, ba| 
bie eine ftfaffe ber ber aufgäbe gcnügenben ßurben bie ©renjcuröen 
rcd^tioinllig burd^fd^neibet. — ICenn bie augerl^alb be^ Ontegral* 
jeid^en^ ftel^enben ©lieber geben bie beiben @(eid^ungen: 

'^Kl)/-+(t).'».|=»' 

kpeld^en genügt toirb, koemt man fe^t: 
ober: 

(fV'.+(^),".=«- 



(D) 



(EJ 



ober bttrd^ eine S5erbinbung ber erften unb bierten, ober ber jtoei^ 
ten imb britten biefer ®(eid^ungen« — 
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Sägt man bie fetten julfiffigen Sltmal^meti: 

f*i = 0, /lo = 
mitadfttt, unb ftnb bie ©teid^ungen ber ©renjcutben: 

fo l^ot man: 

unb bie ©teid^ungcn (Ej »erben folgfid^: 



(S).+-(l).=''. 



(F) 



tooburd^ offenl&ar ba« gu SBcu>cifenbe au^gebrücft tofrb. — 

65« Um in (eftimmen, ob bie erl^attene SlufUfung ein 8Ra;i^ 
mum, ober ein Wlxnxmyxm gibt, mu| bad gegebene 3ntegtal onf 
bie gorm: 



/■ 



(£ar 



gebrad^t toerben, loeld^ed gibt: 



£i«y 



(-S) 



■'•■'•v/('+^) 



dy'\« ' 



0+S 



(G) 



unb man l^at fotgttd^ nad^ 9h:. 40 ein 9J!a;imum, ober ein SOI {^ 
nimum, jenad^bem btefe le^te ®rö§e negatit), ober pofiti*> ift, 
b* 1^* jienad^bem /i unb: 



entgegengefefete, ober gteid^e ^txiftn l^abem — Da aber in ber 
erften 35orauöfefeung ber SBertl^ be^ 3ntegrated negatit) ift^ f o ift 
ttar, bag in biefem %a\it unter einem äRa je im um ber am loeite« 
ften t^on — ex entfernte ober oxa näd^ften bei 3ixiii Qcgcnbe 



SBBertl^ )tt terftel^ ift — S)er gefimbene V&ttOf ift atfo, a^fotut 
genommen^ in aUen S&Uen ein üßinimunu — 

& ift fxSfftt (®« 100) gqeigt toorben, bag ber Sludbrud: 



ba« B^^i^oi nid^t änbcrn barf itoifd^en bcn antegrattondgrcngcn^ 
iDerni ein SOtajcimum, ober äRinimum ftattfinben foK. — SBenn 
ober bie 8&nge bed &nDenbogen9 bnrd^ bad 3ntegra(: 

: on^ebrüift toirb, fo ift bie Shtrselgröge ftet^ atö t>ofitib t>tytaü^^ 

> gefegt — hieran«, nnb and ©leic^nng (ö) erl^eöet, bag fi für aUe 

[ i^oif^en Xi nnb xo ßegenbe Sertl^e bon x baff e(be3eid^ bel^alten 

[ mug, »enn bie fragtid^e ^ebingnng erfüKt toerben fod — SQa^ bie 

' fiBrigen Oebingnngen in 9^. 46 anlangt, fo mfiffen biefe offenbar in 

i^em einzelnen Satte befonberd nnterfud^t toerben, loeit man, loie 

bort gegeigt koorben, babei bad boKftSnbige 3ntegra( ber bnrd^ bie 

SSoriationdred^nnng erl^altenen !£)ifferentia{gtei(j^nng fennen mn|* — 

©eif|>ielL 

66« 3^ifc^en gioei gegebenen fünften, ober jioei gegebenen Sur<> 
ben bie Ifir jefte 8inie gn flnben* — 
3n biefem gaOe ift: 

Ue ®(el(^wt8 (C) fßt fotglU^: 
obec: 

ttvtaa» bin^ dntegcoti»» folgt: 
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ix 



= a. -^=6; ' (i) 



I; 



ds ' dB 
a(fo: 

- dx _^_A 

unb enbßd^ gibt eine {toeite Integration: 

b j: — ay r= c, (2) 

b. I^» bie ©teid^nng einer gcraben Sinic — 

äBenn bie ®reni)>unlte gegeben {inb, fo l^ot moit {ur iBefUsu 
mung ber Sonftanten bie ©(eid^ungen : 

bXi — aji = c, 6aro — ajfo = e 
unb: 

loobon bie (e^te erbalten tofarb, toenn man bie ®(dd^mtgen (1) qtta« 
brirt unb abbirt» — Sßenn bie gefud^te Sinie bon }toei gegebenen Sur* 
ben begrengt toirb, beren ©teid^ungen folgenbe fteb: 

» = /(a:), y = FCx), 

fo gibt bie iiBebingung, ba§bie erfte bie (entern red^tloinlUg buri^' 
fd^neiben mug, bie beiben ®(eid^ungen: 

i=-/^'(xx)=-«n^o), 

toe(d^e mit ben fünf ©(eid^ungen: 

bxi — ayi = c, bxo -^ ayo = c, 
a' + 6« = 1 

}ur Seftimmung ber fi eben Sonftanten: 

genügen* — 

SBenn bie gegebenen (Surben: 

y=f(xX y = Fix) 
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(cf^offen fbib, bog iebe Sfarie, toüift auf ber erftoi fentred^t 
, t» caxäf auf ber anbem ift; fo finb biefe ©(dd^ungen nxift inbe« 
yo^ent wn emanber^ unb e« bleibt müffia eine ber Sonftonten un^ 
immt — 3n biefem gaße l^abcn bie (ärenjcurtjen offenbar biefelbe 
fttofute, unb bad {kpfd^en il^nen Qegenbe ©tfid ber gefud^ten Vinie 
für icben ^unlt baffetbc — 



m 



»eif|>icI2. 



67. XHe (Surbe bon ber Sefij^affenl^it ju flnben, bag fie burd^ 
lung um eine gegebene ^ bie Keinfte £)berf(fi(^e erjeugt. 

XSenn bie iDrel^ungdaj^ )ur Sijre ber x genommen koirb, fo koirb 
bie ®r5ge ber erjeugten Dberfläd^e burd^ 2xjyd8 audgebrfidCt; bad 
|tt einem SOtinimum ju mad^enbe 3ntegra( ift Jyds, unb man ffati 



f* = y 



= 0, ^ = 1, 



dx ^' dy 

fo bül bie ®leid^ttng (C) ie^ ift: 



Aer: 



— =: COB/S, 



Q^ — ysecß 



ycoseca. 



(a) 



Offenbar brüdCt ycoseca bie g&nge ber Siormate ber gefud^ten 
(Emrt>e aM, toüdft mitl^in bem ftrfimmung^^albmeffer gteid^ unb t)on 
cntgegengefe^ter Siid^tung ift, toorin eine belonnte (Sigenfd^aft berSet^ 
tenlinie befte^t, bie mithin bie gefud^te (Surte ift S>ie ©(eid^ung 
berfetben ergibt fid^ (eid^t auf folgenbe SBeife« SBenn: 

— = C08/8 

9 9 

gon) in red^ttoinKigen (Soorbinaten audgebrfidtt tovch, fo ergibt fid^: 

(d^xy fd^y\^_ i , dx^ ^,. 

KdM^J'^ Vdi^J ~y« »• d8^ • ^^^ 

fB^mpüdxt man biefe ®leid^ung mit ^ unb fefet für : 



d8' 



{ 



dt' di*J 
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feinen SBert^ : 



fo etl^ä(t man: 

\d? )~ y*' <fo* ' 
a([o: 









£)a bcr ^ünunungdl^albmeffer unb bie 9h)nnale entgegengefe|)te 9Iii|' ii 
tungen l^abcn, fo ift bie (Surbe gegen bie 9(jre ber :r conDejr; folg« |i 

lid^ - V -J pofitib, unb ba y ftcW })ofttib gefefet toirb; fo ift imr 

ba« obere ^däizn juläffig, unb gibt: 

^ äs' "^ d8^ ' y dB' ^ <fo« ~ *• 

3ntegrirt man biefe ©leid^ung unb fügt eine arbiträre ffionftonte l^in* 
ju, fo erl^ält man: 

unb l^ierau^: 

dx^ dv^ 

Quabrirt man bie borlefete ©teid^ung unb fefet 1 ^- fftr -^, 

fo finbet man: 

alfo: 

bds 

dx = 



y|6'+(8+«)'l ' 

tocrou« fid^ burd^ Sntegtation ergibt: 
ober tocnn man s~\-a etimintrt : 
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ober cnblid^ in gtoedmägtgerer tjorm: 

©iefc aiuföfung mtifalt offenbar nnr itoei arbiträre (Sonftanten; 
aber itt)ei anbete lonunen in bcn öoüftänbigen Sßertl^en t)on x, y unb 
A aU Functionen öon » öor. ®ne berfelben lourbe baburd^ au^ge^ 
fd^Ioffen, ba§ gnjifd^^en ben beiben gätten, loo bie fiängc ber ßuri^e 
gegeben ift, unb too fie nid^t gegeben ift, unterfd^ieben iDerben 
BW§, — unb bie anbere berfd(^ti)anb bei ber Slimination tjon «. — 
Diefc« fefetc atefuüat loar leidet Dori^erjufel^en ; benn ba « felbft m^ 
ber in fi, nod^ in ber SSebingung^gleid^ung : 

dx*^ . dy'^ . 

~d8^ '^lä^ ^ 

borlonunt, fo ift leidet eingufel^en, baß bie ^ata ber 2(ufgabe folDol^I, 
ol^ ba^ erl^attenc 9tefuftat nid^t geänbert toerben, toenn s 4- const 
für 8 gefegt toirb. — @« njar atfo gu ertparten, ba| eine ber arbi== 
traren ßonftanten in bem Snbrefuftate nur in SSerbinbung mit s i^or^^ 
lommen, unb mitl^in bei ber Elimination s öerfd^toinben toürbe* — 
SBenn alfo bie auf biefe SBeife l^inau^gefaMenen beiben arbiträren ßon- 
ftanten in {Red^nung gebrad^^t toerben, fo entl^ält bie allgemeine Stuf* 
ßfung bod^ bier fold^er ßonftanten, h)ie e^ nad^ bem allgemeinen 
^xindpt (©• 135) fein mn^. — 

Um bie arbiträren ßonftanten ju beftimmen, loollen toir gunäc^ft 
ben gall betrad^ten, too bie ©rengpunfte gegeben finb. — ©erSin* 
fad^l^eit toegen tooüen tvxx annel^men, baß bie ©rengtoert^e i)on y 
einanber gteid^ finb, unb baß bie Sljce ber y burd^ bie SOHtte ber 
35erbinbung^linie ber ®reng<>unfte ber ßuri^e ge^t — Slt^bann ift: 

unb ba bie ©teid^ung ber ßurbe leidet auf bie gorm: 

± . t 



y'==^b[meb-\^—e-b ) 



gcbrad^t toerben lann; fo l^aben h)ir gur Seftimmung ber ßonftantcn 
m unb & bie ©leid^ungen: 



164 

(Ä 1 ^\ 

totlöft ivma<ff\t geben m = + 1^ tpcburd^ fxdf \fbt cax^: 

rebucirt, tpcrin b offenbar ))cf{tib genommen koerben mitg. — Q 
ift (eid^t einjufel^en, bag biefe ©(eid^ung nid^t für a((e SSertl^fiemf 
bon yi unb Xi beftci^en lorai. — SBenn j. ©• 3fi = 0, ari = a ift, 
n>c a eine enbüd^e ®r5ge bebeutet; fc ffot man bie un mSg(id^e 
©(dd^ung : 

«T + l=0. 

Um bie ©renken )U finben, innerl^alb tpeld^er bie Sfufgobe mSglid^ 
ift, tPoQen n>ir onnel^men, ba| berSBertl^ bcn yi gegeben fd; b.l^. 
man fott jtod gteid^e ftreife, beren Cbene auf ber SSerbinbung^ 
linie i^rer aRittet))unIte fenlred^t ift, burd^ eine 9?otation9fI5d^e ber^ 
binben, beren gtäd^eninl^att ein STOinimum ift— SBenn ber gegen* 
feitige äbftanb biefcr beiben Ätdfe dne getoiffe Orenje überfd^reitet, 
fc geftattet bie 3lufgabe leine 85fung — b. i^. Xi lann fftr einen ge* 
gebenen SSerti^ bon yi dn3)?ajcimum i^aben. — ®e^t man nSmfid^ 
x = Xi, y = 3fi unb m = 1 in (c), fo erl^äö man: 

'.=«lf+v/(^-0!' 

unb toenn man Xi =fnyi, yi =nft fcfet; fc l^at man: 

mn^lln + ^Cn^- 1)}, 

iDorin m dn SKajcimum »erben muf. — Differenjirt man alfc, 
unb fefet dm = 0, f o finbet man : 

-^^-iL_ = i{„ + y („._,)}, ^ = __JL_. 
X)ie erfte biefer beiben legten ®(dd^ungen gibt nai^eju n «= 1^8; 
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\a%däf Ift nad^ bcr jtocftcn ^=—= ^(n^ —0 = 1, 4968 . • . 

^IBcmi man alfo bttrd^ bm änfang9)9ttnft ber Spcrbinaten itod ®t' 
sabe ii€Sft, iDeU^e mit ber S(;e ber x Sßinlel BUben, bcren trigcnc- 
d^eSCongentc =1,4968*.. ift, b.J^.SBinfcI wn na^eju 72«2(y; 
\b gejtottet bie Sufgabe leine reeQe Sufßfung, tpenn bie ®ren}))unlte 
bet gefugten (Sxmt {tpifd^en biefen ©erabcn unb ber Sjre ber x (ic- 

68« S3ir tooUm nun unterfud^en, ob bie gefunbene 9uf(gfung 
übrigen Sebingungen eine« tpirllici^en SRinimum« genügt. — 
rS)a bie allgemeine Stufßfung bie i^crm l^at: 

1 / i , 1 .£\ 
fo l^at man, toemt ffir ci, C2 xt\p. a^b gefegt tpirb: 

t=f=K"•+^-)-£(''•-^"•)■ 



dg <f« 1 / t 1 -i\ 



^Otßäf (®. 98): 




« = Cj (fte"^ + 


l'-^+O 


du 
dx 


/Cb CiX' 
\a o«. 



i 1 .i 



-i . 1 -t 



e • 



- 6 «' • ) • 



ober tt>enn man ffir b feinen SBert^ fe^t: 



u 



= C, («•+«"«)-l-(c2 - C'i|)(e* —«"'•), 



= K^^-^'?) (-+*'•)• 



du l 
dx 



(d) 



erl^et, ba| lein enbüd^er SBerti^ ton x ber ®(ei(i^ung: 



cio: 



= 00 
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genügen fann, unb mtti^in bleiBt bie jtoeite SSoriotion enblid^, Mm 
man Ci unb Cz fo beftimmen lonn, bag u j^if^en ben Ontegra« 
tion«flrenjen niti^t berfti^tpinbet — gto ti = l^ot man: 



9 

m 



fc bag bie Spftenj eincd (.(eimften föertl^ed bed gegebenen 3ntegnu 

le« bon bcr SKJgliti^feit abi^ängt, ben SBerti^ bcn 7p fo onjunel^inai, 

bag lein jtoifci^en ben antegration^grenjen ßegcnber %äztäf bon x bet 
t^orl^ergel^enben ©(eid^ung genügt, tocA immer m^gßd^ x\t, toenn nid^ 
bie redete Seite bcr ©leid^ung (e) innerl^alb bcr 3ntegratlündgrenjen 
[ucceffiöe aüe möglit^en SBerti^e jtoifci^en — 00 unb -j-oo annimmt— 
®e|t man: 



X = 






^[ea — 6-a j — ^e« + e"«^ 



[0 ift für ar = aud^ ^^0; bei junel^menben <)cfitiben SaScr* 
t^en bon x nimmt X negativ ju, unb toenn x einen ©crtl^ «' er* 
reid^t, toeldjc ber ©(eit^ung 

— leir — 6~ j — f eo + c « J = (f) 

genügt; fo toirb X = — 00. gür negatib gunel^menbe SBertl^e üon 
X nimmt ^ ^ofitib ju, unb toenu a: einen SBertl^ erreid^t l^ot, toel* 
d^er bem SSSert^e x' gkic^ unb entgegcngefefet ift; fo ift 2:=+c3o, 
S33enn e^ a(fo gtoifd^en ben 3ntegration«grenjen einen Säerti^ öon x 
gibt, toetd^er ber ®(eid^ung (f) genügt; fo ift e^ nid^t möglid^, ben 
äJebingungen bcr 3acobi'fd^cn J^eorie ju genügen, unb fclglid^ 
njcrbcn bie ®rcujcn, gtoifd^en toetdjjeu ein äJünimum^toertl^ ber ge* 
gebenen integrale« mögßd^ ift, geifunben, tocnn man bicfc ©Icid^ung 
für X auflöft.— Slber nad^ beut grünem (@. 164) ergibt fid^ leidet, 
bag biefelbe ©Icid^ung bie ©renjen beftimmt, innerl^olb tocld^cr ^ 
möglid^ ift, ben bcrfd^iebenen Sebingungen gu genügen, toetd^c bie 
©leid^ung: 
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Sü=:0 

liefert — ©er Orunb l^ierbon erl^eöet leidet an^ ber ©d^Iugbemer* 
ftttig ju SWr, 52; bcnn toic bort flcjeigt toorben, toerbcn bic ®ren^ 
Jen, jtoifti^en tocld^cn c« wöflHd^ ift, ben fflebingungcn ber 3a^ 
cpbi'fti^en 2;]^corie gu genügen, gefunbcn, toenn man bie fünfte 
tefthrant, too gtoet SBurjeln ber ©leid^ung, totKSft bic gefud^te gurbe 
Beftumnt; dnanber gtcid^ »erben. — 35a aBer hn 8nigenteincn jtoei 
SB]tr)eIn dner ©letd^ung einonber gleidf^ toerben, toenn fie bom 
»cctlen imn Smaginären übergel^en; fo ift ber ®runb ber 3ben^ 
tltät ber ertoSi^ntcn ©teid^ungen leidet etnjufel^en. — 

«eif»)tel 3. 

69* (Sine Surbe bcn gegebener S&nge unb fo(d^er Sefd^af^ 
fcnl^eit JU finben, ba§ fie burd^ Umbrel^ung um eine gegebene äjre 
eine Dberffäd^e bon bem lleinften gläd^enini^alte erjeugt. — 

5Rad^ bem frfil^er (®. 155) ©efagten ift Hör, ba^ fid^ bie äuf^^ 
ttfung biefer aufgäbe gang einfad^ au^ ber ber borl^ergel^enben ergibt, 
U)enn man nur y + c für y fe^t, U)o c eine neue tDiüfürßd^e 6on* 
ftonte ift — S)ie« gibt : 

fo bat We gefud^te Surbe eine Settenlinie ift !Dle ©leid^ungen, 
tocld^e bie arbiträren Sonftanten beftimmen, finb biefelben, toie in bem 
borl^ergel^enben Sdü^pxdt, tooju noc^ bie SBebingung toegen ber gege^ 
be nen Sauge ber ßurbe lommt — 

»eif^jicl 4. 

70* SBcnn > eine l^omogene gunction ber ßoorbinaten x,y 
ift, bie (Surbe ju ftnben, toeld^e bad dntegrat: 

)tt einem SÄ in im um mad^t — 

SDl&gleid^ bie boUftänbige Integration ber ©(eid^ung (C) ol^ne 
n&^ere JBeftfanmmung ber Bonn ber Function ft nid^t mögtid^ ift, fo 
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fonn man bod^ aud ber attgemehten ®(etd^ttng fcigenbe gemndrifd^ 
(Kgenfci^aft aller Sur)>en biefer klaffe ffttkütn. 

e« jci ACA' (tJig. 4) bic ßurbc, bcrcn ®(cid^img: 

II = const 

ift, unb MPM' bie SDtinimum^curbe, O ber 9nfan8d))mdt ber 
doorbinaten, OL paxaM }tt ber Xangente in C, PN bie Slormole 
ber Sur^e MFM', unb m ber ®rab ber j^omogenem Function |»; 
foift: 

PN= — wip. 

@inb femer ar, y; ari, yi5 a:', y' x^p. bie Sccrbinotcn ber ?inÄc 
P, C, iV, [0 ift: 

X — x' « V — V 

unb n^enn man biefe SBertl^e in bie®(eid^ung (C) fubftitttirt; fo er« 
ff&U man : 

PJV^ /" H \ PN '• ^*^ 

äBenn /ti ber äßertl^ bon n na<ff ber ©ubfttuttion bon ^u yi für 
'; y if^ [■' ^^^ ^<^^i ^^ O-^ iu ber S^angente in C paxaiUi ift: 

!X)a aber ft eine l^omogene f^uncticn ift, fo ift offenbar: 

dfii dfi dfii dfi ^ 

<^i * dy dyi * dx^ 

unb folgßd^ lann bie ©Weisung (b) auf bie gorm: 

gebrad^t merben. SBeiter ift nad^ bem befannten (Sulet'fc^ SQ^« 
reme über bie l^omogenen i$unctionen: 
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du , du 

imb bic^ in ©(eit^ung (a) [ubftituirt, gibt: 

SlufgaBc IL 
71. ®ic 6urt)C ju finbcn, für ml(S)t baö Sntegraf: 

toorin fi, fi.' gegebene gimctionen ber ßcorbinatcn a*, y finb, jn einem 
2Kaj:iinuni, ober äWinininm niacl;t. — 

2luf(. 9Senn man baffelbc 35crfa]^ren, iuic bei ber bor(;ergc{;en== 
bcn Slnfgobc anipenbet; fo tann bae gegebene 3ntegrat anf bie gorm: 



/( 



'' + '*' "1)^' 



gcbrat^t toerben, unb bie ®(eici(^nngcn (A) anf ©, 130 toerben in 
biefem gafic: 

d ^ ^^ 1 d^i rfft , dx dfi 

ds * de ds dx ds ' dx 

d dy ^fj ji ^^ ^/*' 

ds * da dg~^ ds * dy * 

9ßn(ti^)(icirt man biefetben hjicber refp. mit -^ , ~ nnb abbirt bie 

^robnftc, fo crl^ält man: 

dA^^ rf^^d||i^/d^^^ d^^ dy\ 
ds ds * ds ds ds \dx * ds dy ' ds J ' 

ober toegen: 

dfi' d(i' dx . diu* dy 

ds "^ dx* ds dy * ds 



*) SSergJ. Sflote C. 

11* 
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andf: 

dX du . 

iDo bie gonftante an^ bcm in S(ufg. I angegebenen @hrimbe f/boM^ 
gelaffen ift. ©ubftituirt man biefen iStttff unb berffi^rt toteber tote 
früher, [o finbet man: 

i=_l(„..^ + o«^|+i). CA, 

SBenn bie ®renit>unlte ber gefud^ten Surbe auf j^ei gegebenen 
Surbcn (iegen muffen, fo ift (eid^t einjufel^en, bag biefe $mdte bun^ 
bie Oteid^ungen: 

'*''+'*'(-^).+'*'""(f).=0' 

beftimmt tuerben, inbem bie ®(ei(i^ungen ber ©renjcurben toieber finb: 

djfi = nii dXif dyQ = iwo dxo* 

Söenn wi, wo bie SBinfet bebeuten, unter toeld^en bie gefud^te 
6urbe il^re Orenjcurben fd^neibet, unb Oi, Oq bie SSinfel, toeld^e bie 
2:augenten an ben ©renjcurben in ben !Durc^fci^nitt«|)unften mit ber 
9lye ber x bilben; fo !önnen bie borte^ten ©ieid^ungen offenbar auf 
bie ^Qxm: 

ui coBOi + ^'i cos öl = 0, 

(B) 

f*o cos Wo + ^0 cosöo + 

gebrad^t toerben* — 

»eif»)iel 1. 

72. 3^if^«i J^ci gegebenen fünften, ober ßurbcn eine Surbe 
bott gegebener Sänge ju befd^reiben, toeld^e fo befd^affen ift^ baß bie 
jtoifd^en i^r unb i^rerScl^ne licgenbe gläd^e ein iröa^imum ift — 

!J)iefe gfäd^e toirb offenbar au^gebr üdtt burd^: 



x; 



17t 



ydx — i (y, + jo) ('i - xo), 



\WBb bad 3nt€gtal, totl6ft» mdf ber aQgemetnett 9(ufIö[ung«mct^obe 
»crfanetrif^er ^Meme ju einem SR a; im um ju mad^en ift, ift: 

J Cydx — arf»). 

C6 ift alfo j[e|t fi = — a, V^ = yf unb mithin : 

1 1 

-= =:C0n8t 

Q a 

SDk gefugte (Sim)e ift alfo ein ftreid. 
X)ad allgemeine dntegral ber ®(eid^ung: 



ift bdanntli(i^: 



p = a 



(x — hy^ + iy-'cy^^a 



imb entlaß brei tpiQIät(i(i^e Sonftanten. SBenn bie (Snb))unfte ber 
ttttrbe gegeben ftnb, fc toerben biefc Sonftanten burd^ bic brei ®Ici^ 
j^nigen: 



«Hb: 



(a?i - hy + (,i - cy = a\ 



{X, - XoV + (»1 - yo)^ = 4a'sin« J^ 



lejfimmt, toc a bie gegebene 8öngc be^ firei^bogen« bebeutet. — 

©erni bie (&ib<)unlte ber gefud^ten ßurbe auf gegebeneu Surfen 
%rr muffen, fc flnb bie ©leic^ungeu, toeld^e ber bon ber Slenberung 
kct ©rengen l^errüi^renbe Z^tü ber 3Sariation gibt, fotgcube: 

Mb toemi bie ®Ieid^ttngen ber ©renjcurben tPteber finb : 
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fo tDcrbcn bic torl^crjel^enben ®Ieid^ungen tocgcn: 

offenbar : 

(a) 
i(jro -y.) - 4'»«CXo--=ar,) = a jg)^+m„(|)j. 

Um bicfe ®(cicf;iiuj5cn gconictrifci^ gu intcr^retiren, frien P,, Po 
(gig. 5) He ßnb).Mtnfte ber ßun^c, O bic 3)iltte i^rer gerabcn 35cr* 
binbiuiöelinic uub Pj T,, Po^^o SCaiiacntcn an bcn ©rcngcurtocn in 
ben fünften P,, Pq] fo l}at man für bic "»ßcrtjcnbifcl Opi Opo ou« 
O auf bicfc Tangenten: 

'^^'- 1/(1 + r.2,'^) 

n^ _ i (.Vi — yo) — g ^0 (3*1 — ^o) 
^^"^ i/Cl + n,oO • 

gerncr fei C ber SDKtteljjnnft bc^ Srcife^ unb Cjti, Cn^ feien ^er* 
^enbifel au^ bcmfclbcn auf bic Tangenten Pi Fj , PqTq) fo ift offenbar: 



unb bie ©(eid^ungen (a) toerben fotgfid^: 

Ojpi = CPi sin CPxni = Cjt,, 
0|?o = CPü sin CPo^o = C%- 

©iefen (Sfeid^ungen jufofgc fallen enttoeber bie fünfte O unb C ju* 
fammen, ober bie Slangenten P^Ti, PoTofinb )>ara((cl iwOC — 
3m crften gattc ift ber SBlbfd^nitt offenbar ein §alblrei« — unb im 
itoeitcn gattc finb bie Tangenten P, T,, PqTq fenlred^t auf ber ge* 
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m SBerbinbung^tinic P,Po tct GiiH)unfte, bcrcn ?ängc felflfid^ 
►ft ein aRinttnum ift — 

SBcmi bic ganjc jtoifc^cn tcr (£un>c, bcii (Srcnjcrbinaten mit 
: %|ce ber x liegenbe ^(äc^c ein SDtajrimum tuerteit foU, fo ift 
c )u einem SDta^imum ju mat^enbe Siu^brud blo^: 



X 



(ydx — ads), 



iBbem ba« ®üeb : 

1|intoeägriöffen iDirb» — I^ic aßacmeinc Sluflöfung ift bcntnac^ tticbcr 
fcjdbc, tt?ie früher, aufgenommen tua« bic ©renjbebingungen be* 

ttint — 

SBenn bic ®renjt)unftc ber gefud^ten Gurbc gegeben fint>, fo »er- 
ben bie arbiträren ßonftanten toicber toie im bor^erge^cnben gatte 
\mi) <2ubftitiition ber gegebenen ®ri>gcn xo,yo] Xi,yj in bic all* 
gemeine 3(nflöfnng gefunben. — 

SBenn bie (£nb}3unfte ber gefud^ten ßurbc auf jn^ei gegebenen 
toen liegen muffen, fo toerben bie ©(eid^ungcn (B) in 3ir. 71 of* 
feniar: 

acoscoi =yi coßöi, 

acosfi^o =yoCOsdo* 

ffienn bto^ bie ©renjtocrtl^c bon x gegeben finb, b» l). toenn 
fe @rengcurbcn gerabe, auf ber Sifc ber x fenfred^tc ßinien finb; 

fo ift: 

cos Ol = 0, cos öo == 0, 

wib bie erftc ber borigen ©leid^ungen gibt enttoeber: 

aeoscDx «= 0, ober y^ = oo . 

iäjtman ben legten SBert^, für ioeld^cn bie gcfud^te gläd^e unenb*» 
HdJ toirb, .unbead^tet; fo l^at man: 

acoscDi =0, 
Wb cbenfo: 

a cos CDq =r 0. 
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S(ber e9 ift iü6ft ein^ufel^en, bag biefe ®(dd^ungen ntd^t mifßäf finb, 
unb mitl^in bie betra(i^tete St^d^e lein enbßd^e« 3ßaf imtttn geftattet 
— ©icfcr gaU ift aud^ fti^on frül^er (»o»)* 3 ©• 55 it 71) ott ds 
Su^nai^mefaU ber aUgemeinen Zfftmt ber aRa^tma unb äßinima 
angemtrlt — 

73* 9Hd einen mei^r aUgemeinen gaU tpctten tPtr nod^ ben Be« 
tra(i^ten, tpo ^kcifd^en 2)i>ci gegebenen Würben eine Surbe ))on gegde^ 
ner ßänge unb fold^er Jöefd^affenl^eit befti^rlcben toerben fott, bog bic 
}kDifd^en ii^r unb einer anbem, bnxdf biefelben (SvbpvaäU gel^aibeii 
6urt)e einer gegebenen 9lrt liegenbe ^iaöft ein aßa^rimum toüb. — 

!l)ie ©leid^ung ber jtoeiten Surbe ift offenbar bcn ber girnn: 

bie bcn beiben Surben eingefd^(of[ene ^&6ft u>irb au^^rfidt bürdet 
unb ber ju einem a^a^rimum ju ma(i^enbe Hudbrudt ift: 

ober tpenn man jFCx, xq, Xi)dx = Fi (x, xq, xi) fe^: 

jiydx - o(fo) — Fl Cxt, xo, Xi) + Fi Qxo, Xo, a:,)* 

Da alfo bie unter bem Sntegroljeiti^en ftel^enbe ©rSge tpicber biefelbe, 
tpie frül^er ift, fo ift offenbar aud^ bie !t)ifferentialgleld^uttg ber ge* 
fud^ten &trbe biefelbe, unb mitl^in (entere ein Sreid. — S3a9 bie 
augerl^alb be« 3ntegralgeid^en^ ftel^enben ©liebee betrifft^ fc l^ot man 
junäd^ft bie öon JCjf^ü: — ads) l^errüi^renben ©lieber: 

»■''■-"l(^V».+(f),'"|. 

unb e^ bleiben folglid^ nur nod^ bie bon: 

— Fl (Xi, Xo, Xi) + Fl ixo, Xo, a?i) = — ( ^F(x, Xo, Xi) dx 

l^errüi^renben ®ßeber gu unterfud^en fibrig, — 
®e|t man nun: 
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fp l^ot man: 



du 

dxt% 



u= i FCx,Xo,Xi)dx, 



— = Fix,,Xo,x,:^+j^—dx. 

S)a aBer bie gegebene }tpette nnb bie gefud^te Surbe burd^ biefetben 
Bctbcn fünfte (xo, yo)^ (a^i, yj) gelten, fo ift offenbar: 

yi=F(a?j, Xo, ari); 






S)te 2:ota(bariation bon u ift bal^er: 



du 
d!xo 



Sfigt man biefelbe jn ben f(i^on gefunbenen ©Hebern l^inju, nnb fe|t 
bie fid^ anf jcbe ®renje begiel^ben ©Heberaggregate =0; fo crl^ält 
man: 

«(f)/*+i"(©.-x:^^i'-=»' 

ober toenn bie ®(eid^ungen ber ©rengcnrben toieber: 

dyo = nhdXo, dyi = Wi rfXi 



finb: 



•hm+ca!-/:^-"»' 



C^X/ 



(-.m+c-t-).! +/:€*=»■ 
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aSenn bicfc ©Icid^ungen burd^ ©nffll^rung bcr aWnfd ©o^ toi ; öo^ ti 
tpicbcr teic m bcr allgemeinen »ufgaBc tron^formirt toerben, fc er* 
]^ä(t man: 

Oo — cosöo -, — ax Ä 0^ 



acos 



acoBOi + cosöi I — — dx =s{). 

J xq aXi 



»eif^JicI 2. 

74. Unter atten über einer gegebenen Safi« AB (gig- 6) bc^ 
[d^ricbenen ifo^erinietrifd^cn ßnrben bie ßnrbe aCB in finben, 
ttjeld^e fo bcfc^affen ift, ba§ bie j)on einer gtoeiten ßuröc ACß, beten 
Drbinate eine gegebene Function ber entf)>red^enben Drbinote ber er* 
ften x\t, eingefc^Ioffenc gläd^e ein SKafimnm toirb»*) — 

Sßenn Y bie gegebene gmiction i% [o toirb bie ju einem SDlaj i* 
m n m jn mad^enbe gläd^e offenbar an^gebrüdt bnrd^ : 






Feto; 
folgßd^ ift in ber allgemeinen ©leid^ung bon Sfnfg. II offenbar: 



unb mitl^in: 



1 1 dY 

_ _ ^-^B ^^^^ ♦ 



Ober toenn man für q feinen Söertl^ afö gnnction bon x, y fcftt nnb 
integrirt : 

$ieran^ ergibt fid^ leidet: 



dx =■ - 



^i'-(i+or 



*) ®ied ift ber erfte gaS bed berühmten ifo^evimetrifd^ett $rcb(eme9 t)on 
3ac. ©ernouHi. — 
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f- c 



\/[Hi+'y\ 



dy, 



toorau« fid^ ble ©leid^img bcr gefud^ten 6urt)C ergibt, [o balb bic 
gorm ber Function F befannt ift — 

333enn F-y ift, fo finb bie Beiben eurben ACB, AC'B iben* 
tifd^, unb man fommt toieber auf ©eifj), 1 jurücf* — 

»etfl)ic( 3. 

75» ßine ßurbe ton gcgcBcncr 8ange unb fold^er S5ef d^affenl^eit 
ju finben, ba§ ba^ SSoIumcn be^ burd^ il^rc Umbrcl^ung um eine 
gegebene Sljre erjeugten 9iotation^för)>er^ ein SKajimum ift» — 

üDa biefe^ SSoIumen belanntlid^ burd^ ^Jy'^dx au^gebrüdft h)irb, 
fo ift ba^ ju einem SDiafimum ju mad^enbe 3ntegral: 



/(»'f -»')*' 



tvo a eine tDtKfürß^e (Sonftante ift. — 
e« ift a(f» jefet: 

unb bie ©Icid^ung (Ä) witb fotg(i<i^: 

!J)er ^rümmung^l^albmeffer ber gefnd^ten ßurbc ift alfo bcr Drbinate 
berfelben umgelel^rt proportional — ®n erfteö integral bief er ®Iei^ 

d^ung ergibt fid^, n)enn man für - feinen SBerti^: 

dp pdp 

dx ^. _ dy 

■- Ober ^ — 
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fe^t, too p = ^ ift auf bicfc Seife er^äft man: 

pdp _ 2ydy 
ober n^enn man tntegrirt unb eine tDiUIfirnd^e Sonftante l^injuffigt: 

i/(l +!>')"" o" • 
Sie tpeitere 3ntegration biefer ©(eid^ung ift offenbar nid^t tl^unßdj.- 

Sdti\piti 4 

76, ®ne Suröe ton fold^er SBefd^affenl^eit ju flnbcn: bag bie 
OberflSd^e bc« burd^ i^re Umbrcl^unfl erxeugtenÄör})er« einen gegc* 
bencn Snl^att l^ot unb ba^ 3Solumen beffetten ein SDlajctmum ift 

^a6 in biefem galle ju einem SDta^imum in mad^enbe dnte^ 
grat ift offenbar: 

S(y^dx + ayds), 

tpo a eine arbiträre @onftante ift, unb folgßd^ l^ot man ie^: 

Die ®(eid^ung (A) toirb fotglid^: 

1 2 . cos/3 
Q a ' y ' 

atfo, toeit bie SKormale n = ssec/S ift: 

ober: 

1. , 1__2 

!X)a nun p unb n bie $aut)tfrfimmungd]^albmeffer in j[ebem 
fünfte ber {Rotation^pt^e finb, fo brüdt biefe ©leid^ung bie (gigen^ 
fd^aft aud: ba^ bie ^yxxaxat ber trämmungen in iebem ^[hmlte 



179 

bcr gläd^e bicfclbc ift, unb »ir toerbcn fräter feigen, bag fid^ 
bicfe ©genfd^aft auf einen allgemeinem galt begiel^t — g« ift leidet 
}U {eigen, bag für ein kDirKid^ed SDta^imum a negatib fein mug. 
— 5Denn toenn ba^ urfj>rüngfid^e integral auf bie gorm: 

gebrad^t tDtrb, fo l^ot man: 

rf^F_ ay 

®oö nun baö Sntegrat ein SKafimum ioerben, fo mn^ biefe ®ri>|e 
negativ fein, unb ba y foWl^Iate /(l+p') l)ofitib ift; fo mug 
a negatib fein. — ©efet man alfo — a \i(M + a, fo l^at man: 

p n o ' 

1 1 

Ober toenn für - , - il^re x^p. SBertl^e : 

_pdp j 

dy 



gefegt »erben, unb enblid^ mit ydy multi^)ßcirt ioirb; fo finbet man: 

dy ypdp __ 2ydy 

Sntegrirt man biefe ©leid^ung unb fügt eine toiQIürlid^e Sonftante 
l^inju, fo erl^ott man: 

y yl+£ 

!Oiefe ©teid^ung lann im2lttgemeinen nid^t ioeiter integrirt toerben.*) — 
SBtr iootten aber annel^men, ba| bie Oberflad^e eine gefd^Ioffene 
ift, b. f). bag bie (Stibpmttt ber ßurbe, burd^ bereu Umbrel^ung fie 
cntftei^t, auf ber ©rel^ung^afe liegen, ober ba§ bie erjeugenbe ßurbe 
eine gefd^Ioffene ift unb ganj auf einer ©eite berSlje berar liegt, 
fo baf eine ringfi5rmige gläd^e entftel^t — 3n bem lefeten gaüe 
mu§ P offenbar für j>ofitibe SBertl^e bon y alle äBertl^e jtoifd^en 

*) S3crgt. iÄote D. 
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— 00 unb + 00 fcurd^taufcn, unb locnn 6 bcn S35inM Bebeutet, Wct 
c^cn bie ÜEaitgciitc in irgenb einem fünfte mit ber Sije ber x mad^t; 
fo tann bie (Stcid^ung: 

y y^ + c 

auf bie gomt : 

y« — ayco^O-^ c = 

gebrod^t n)etben. Da aber beibc, bcmfelbcn Söcrtl^e bon eutfj>rc^ 
d^cnbe äßert^c J>on y j>ofitit) fmb; fo mu§ c offenbar toefentfid^ jjo* 
fitib fein — unb toeil bie Curöe gef^toffen unb Jjon enbtid^er 
Krümmung ift; fo mu§ ber Söinfet burc^ alle Söertl^e üon biö 
2ä gelten. 6^ mu^ alfo tDenigftcn^ iioei fünfte ber ßurbe geben, 
für ioeld^e cosö = 0, unb folgfid^: 

ift, todä)t ©teid^ung aber nid^t mögßd^ ift, toenn c toefentßd^ <)0* 
fitib ift. — ©ie ©(eid^ung: 

y _ y^ + c 

lann folgtid^ feine gefd^Ioffene, ganj auf berfelben ©eite ber Slje ber 
X liegcnbe (Surtje au^brüdfen — unb toir muffen alfo annel^men, baj 
beibe (5nb|)unlte ber erjeugenben ßurüe auf ber äljce ber Umbrel^ung 
liegen. — 2ltöbann mu§ ba« Sntcgral biefer ©tei^ung fo befd^affeu 
fein, baß e« ben SBerti^ y = geftottet; aber ba /T+p^ niematt 
t)erfd^U)inben fann, fo fann biefe ^ebingung y = nur erfüQt »er* 
ben, toenn c =r gefefet ioirb. — Sltöbann rebucirt fid^ bie ©feid^ung 
auf: 

y/(l +!>') = ö, 
ioorau« folgt: 

unb burd^ Integration: 

(x + cy + y^ = a^ 

t.ff. bie ©leid^ung eine« Greife«, beffen SIÄittelpunft auf ber »ota- 
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tionöaje liegt — Die ftugetftäd^c ift mitl^in bic eiitiige geft^toffenc 
9iotation^Pad^e, toeld^c bie (Sigenfc^aft l^ot: ba§ fie bei einer gege^ 
b'enen gläd^eitgröße baö größte 3Sotumen einfd^fießt — 

5DiefeIben ©d^Iüffe fmb andf nodf in ber S5oraudfefeiutg antoenb:* 
bar, ba§ nur ber eine Snb))unfl: ber ergeugenben ßurbc auf ber SRo^ 
tation^aje liegt — SBenn atebann bertangt iDirb: über einem gege= 
benen fireife ein gefd^Ioffene« ©egment einer 9totation«Päcl^e ju be* 
fd^reiben, toeld^e^ bei einer gegebenen Dberfläd^engröße ba« größte 
SSoIumen einf daließt; fo ift bie gefud^te gfäd^e lieber eine \pffaxi\^t. 
— 3n beiben gSüen toirb ber §albmeffcr R hex Äuget offenbar burd^ 
bie gegebene ®rö|e S ber Oberfläd^c beftimmt — 3m erften 
gaße ber ganjen Äugel ift: 

S 



Ä« = 



47C 



unb n)enn im jtoeitcn gaüe r ber §albmeffer be^ Steife« ift, über 
toeld^em ba« Sugelfegment bef (^rieben toerben foü; fo finbet man 
leidet; 

An 



R^ = 



1 - 






SBenn nid^t biefer Ärei«, fonbem bloö ein ©urd^fd^nitt einer getoiffen 
JRotation^Päd^e gegeben ift, b. 1^. n)enn ba« eine @nbe ber erjeugen^ 
ben (Surbe auf einer gegebenen ßurbe liegt; fo loirb bie erfte ber 
©leid^ungen (B) in 5Rr. 71 offenbar: 

ajfi cos (Dl = yi' cos öl, 

unb gibt enttoeber yi = 0^ ober acoscji = yi cosöi. — S)a« erfte 
biefer SRefuttote bebeutet: baß beibe (5nbl)unlte ber erjeugenben ßurbe 
auf ber SRotation^afe liegen, fo baß man eine ganje Sugelpd^e er^ 
l^äft, unb ba« SSoIumen berfelben ein abfoluteö SDia^imum ift — 
Um ba« jtoeite SRefultat geometrifd^ ju interl)retiren, fei BA 
(gig. 7) bie SRotation^aje, PiA bie ®reujcuri?e, Pi il^r SDurd^fd^nitt«:* 
pnnU mit bem erjeugenben Steife, C ber SDWttelpunft be« te^tem, 
FiN bic Siormatc unb Pi Y bie Orbinate ber ©renjcurbe im fünfte 
Pi ; fo l^ot man toegen coi = CPiiV^i, Oi = FPiiV^ offenbar: 
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CPi _a __ co8(?| _ cos YPiN 
YPi "" 3f CO8O1 "" c^8 CPi N * 

ß« tft atfo in Pi bic9tormatc PiN \tntxt(Sft auf bcr 9lotation«ajc, 
b. f}. P,y ift eine größte, ober Iteinftc Drbinatc* — Vkm P^N 
ein a){intmum ift, fo fielet man {eid^t ein, bag bad SSoIumen M 
©cguicnte« ein abfolute^ Tlajcimnm ift — unb toenn P,F ein 
3)U(imum ift; fo ift biefed S3o(umen ein relatibed SDtinitnum, 
b. ]^. ein SJKnimum, toeld^ed b(od mit äl^nttd^ befd^riebenen f))]^5vi« 
fd^en Segmenten unb nid^t mit ©egmenten anberer Siotation^fla' 
d^en bergtid^en ioirb. — 

Slufgabe IIL 

77. Unter allen über berfelben ©afi« AB (gig. 8) bcfd^ricbe* 
ncn ifoj>erimetrifd^e ßurben biejenige AGB ju finben, toeld^e fo 
befd^affen ift, ba§ bie gläd^e ber 6urbe A(/B, bereu Drbinate CD 
eine gegebene Function be« SJogen« AC ift, ein 3Äaytmum toirb.*) — 

SlufL SBenn S bie gegebene gunction bejdd^net, fo toirb bic 
t^äd^e ber Surbe ACfB offenbar au^gebrfidlt burd^ bad dutegrol: 



/■ 



«s*- 



unb mitl^in ift nad^ ber attgemeinen 2^eorie tfo})erimetrifd^er Probleme 
bad JU einem äJta^imum }U mad^enbe dntegral: 

inbem bie ©rößen x, y toieber burd^ bie ©teid^ung : 
miteinanber berlnü})ft finb. SSSir l^aben bal^er: 

fix 



*) 2)ic« ijl ber jtöeitc gatt i)on 3ac. öcrnouni*« ifojjerimctrift^m 
^roMcmc. — 
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@tt(ftttttfact man biefe Sßettl^e in bie ©teic^ungen: 

' ds 

unb ttitegrtrt; fo finbet man; 



8 + 2X^ = a, 

ds 



ds 



(B) 



^iermt« unb oM ®{ei^ung (Ä) folgt: 

@cfet man biefen SEBertl^ in bie ©teid^ungen (B) unb intcgrirt, fo 
ergibt ftd^: 



, + .=/- 



unb b)enn man s gtoif^en biefen betben {e^ten ©leid^ungen eliminirt; 
fo erl^äft man bie ©Idd^ung ber gcfud^tcn Surbc, — 

©iefe SfatfÖfung entl^ält offenbar oicr arbiträre Sonftanten, ts>o^ 
ton jtoei burd^ bie JBebingung beftimmt toerben, ba§ bie gefud^te 
6urbe burd^ bie beiben gegebenen fünfte A, B ge^en mug, ioäl^renb 
bie britte burd^ bie gegebene Sänge ACB unb bie vierte burc^ bie 
©ebingung beftimmt loirb: ba| bie inbepenbente SSeronberlid^e s bon 
einem beftimmten fünfte Ä cca^ gejault »irb. — 

6^ ift mit leinen ©d^toierigfeiten berbunben, bie obigen ijormetn 
auf ben f})ecieBen g aö S=.s anjutoenben, unb borau« bie ©leid^ung 
ber Settenlinie l^erjuteiten» — 

«ufgabe VI. 
78. XSenn q ben Srfimmungdl^al^meffer einer ebenen Surbe It^ 
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beutet, unb /i=9)(p) ift; bie Sutbe ju fbiben, todifyt jfub jn d« 
nem fSJlafimnm, ober 3Äinimum maäft — 

9luf(. SBenn tDtr toteber bie Sagrange'fd^e SOtet^cbe amoen« 
ben, fo l^aben U>ir: 

ober »»egcn: 
unb: 

ift: 

»enti ^ =^' Öffffet ^»'i^*'- — ^ietnad^ geben bie unter bem 3n» 
tegratjeic^en ftel^enbeu ®(ieber offenbar bie @(etd^ungen: 



d» , as n 
^5 +-Ä^ = 0, 

— d? — +— dr~="' 

tooraitö fid^ burd^ Integration ergibt: 

j 'S**'* 



(A) 



ober: 



^^ ' d»» + d»»* d« +* d» — *** 
a'os A^»4.^» d.ftV . ^ dif_ 



(B) 
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a)'hißfl>ßdrt man bicfc Bdbcn lefetcn OWd^ungen rcf^ »* ^> "^ 
itnb fuBtral^irt bte $rpbulte; fo tt^SÜ man: 

Snttgaxt man nod^mald nnb fügt eine totUfurKd^e Sonftante J^inju, 
fo ftabct fid^: 

ober toegen: 

enbß^: 

ji'p« =r ay — 6a? + c. (C) 

(S^e toit U)eiter gelten, tooQen &>tr {eigen, toie bie Sonftanten 
a, b, c (eftimmt toerben« — 

Sßenn bie ®ren)))unlte ber Surt>e gegeben finb, fo bog mm 
i^ot: 

i^i = 0, Jyi = 0, dxo = 0, St/o =1 0, 
fo finb bie anferl^alB be9 3ntegral}eid^en9 Bteibenben ©lieber: 

f"'^' \d$' • ds +"d^-"5r;/ 

, ^/d'^x dSx , d^y d*y\ 

«nb toenn man eine ber SSariationen, j- ©• ("^) ' ^"^ *^^ ^' 
ften %t^bmde mittetft ber ®(eid^mig: 

foxtfi^afft; fo er^&tt man: 

/ dy d'*x dx_ d^y \ 

, Xö»' d$* dt' d$*)tfdix\ 

**'*' W\ y^j 

12» 



ober tot^tn (a): 



l^'iQi^ 
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fd8x\ 
\ d8 Ji 



S)a nun f-^j niäft unenblid^ tottbm tonn, fo fonn bteftf 

®ücb nur ücrfd^toinben, tocnn man iiiQ\ =0 fefet — unb etof» 
ift /ioP'o=0. ©ic« gibt: 

ayi — 6 JTi + c = 0, 

(D) 
ayo — 6 JTo + c = 0, 

ober menn (xo, t^o) a(9 9(nfangd))unft unb bie gerobe SSerBinbnng^ 
linte ber gegebenen fünfte }ur Sl^re ber j: gencnnnen toitb: 

6 = 0, c = Ü, 

Die ©lei^ung (C) tohcb bemnad^: 

Ii'q'^ = ay. (E) 

X)a fii, unb foIg(id^ oud^ /i'i eine Sunction ^on q ift, fo gibt biefe 
®(ei^ung, ben SBert^ t)on q atö gunction üon y, — ^ierau« fd^fie» 
|en n)ir: !Die ebene 6uri)e, toel^e/g)(p)rf«, jtoifd^cn gtoei 
gegebenen fünften genommen, ju einem iD^a^imum, ober 
SRinimum mad^t, ift fo befd^affen: ba| alle fünfte ijoii 
glcid^er Krümmung bon ber SSerbinbung^gerabcn il^rer 
(5nbj)unlte glcid^ioeit entfernt finb. — Unb ba bie ©tei^un* 
gen (D) glcid^erloeife ftattpnben, biefe fünfte mägen gegeben fein, 
ober nid^t; fo ift leidet einjufel^en, bag biefe^ Sii^eorem oud^ nod^ 
ftattfinbet, ioenn jioei fefte Surfen für bie feften ?unlte fubftitulct 
toerben. — 

Um bie ©leid^ung ber Surbe in enblid^er f^orm '2^ erl^otten, 

1 

tocrbe (E) für - aufgelöft, unb erl^aßen: 

i = F. 
1 ^ 

SS$irt) oüiam fär - fein SBert^: 



pdp 
dy 

(1 +i>'j^ 

gefe^ mtb tntegnrt, fo etl^ätt man: 

unb bolzet ift btc gcfud^tc ©tcid^ung ber Surbe: 

$)ie Sonftanten «, f toerbcn burd^ bie Sebingung beftimmt, ba| y 
für ar = 0, jr= ari bcrfd^tDtnben mu|, iDöi^renb bic noc^ übrige 
(Sonftantc a bon ber Sänge ber Surbe abl^angt 

SSBerni bie gefud^te Surbe nid^t burd^ itoei fefte fünfte, fonbem 
burd^ jtoei fefte ßurbcn begrenjt toirb, beren ©teid^ungen finb: 

dyi = niidxif dyo = mo^oi 

fo geilen bie bon ben SSoriatlonen 5xi, dy^ abl^ängigcn ©lieber : 

fiBer in: 

mtb rebucircn fid^ toegen ber ©leid^nngen (B) auf: 

(a + nii 6) «JiTi 
e« ift mitl^in : 

a + mi 6 = ; 

ober toenn bie 93erbinbungdgerabe ber (Snipmttt )ur !l;e ber x ge^ 
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nommen toirb, fo ift 6 = 0^ intb ba nidft a = fein loim; fo nmf 
mi = 00 fein, unb ebenfp ergibt fid^ tn© = oo • — Die Serbinbungd« 
gerabe ber (Snb))unlte ber Surbe ift mitl^in f entre^t auf ben Zm^ 
genten ber ©renjcurben in ben S)ur(i^f^nitt^))unßen« — f^ermt^ 
folgt: ^ie ebene Sur^e, toeld^e ba9 }U)if^en il^ren 2>ttr^ 
f(i^nitt^))untten mit }to)ei gegebenen Surfen genommene 
3ntegra( Jq)(Q)d8 ju einem aita^imum, ober SRinimnnt 
mad^t, fd^neibet biefe (Surben in })oei $un!ten bon fold^er 
Sefd^affenl^eit, bag ber gerablinige gegenfeitige Slbftanb 
berfelben aud^ ein SKayimum, ober SKinimum ift — 

993enn bie gef ud^te Surbe bie ©renjcur^en berfil^ren muf, fo 
berfd^toinbet in biefem gaüe leine ber SBariotionen: 

""*.-m.m.''..'*.(m'(^).' 

unb bie augerl^alb be« 3ntegral}eid^en9 ftel^enben ®fi^er geben 
offenbar bie beiben ©leid^ungen: 

®inb nun: 

y=fiWf » = M*)- Cb) 

bie ©(eid^ungen ber ©rengcurben, fo f)ot mm, tbeil fie bie gefud^te 
(&m>e berül^ren fott: 

(dr\_(dfi\ fdx\ dyi_/dfo\ (dx\ 
KdsJi'^KdxJiKdsJi' d8o~\dxP\d8U 

unb ba bie ©teid^ungen (b), (c) immer ftottfinben foüen, toic bie 
Surbe aud^ bariirt toerben mag; fo fo(gt an^ ben ©leic^ungen (b}: 

unb <aa (c): 
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m=(f),m+(^),(f),'- 

/d3y\ _(dfo\ (dix\ ,{£fo\ rdx\ 

aRott 1^ alfo: 



(e) 



fdx\ ( dSx 
\dt 



(0 



Id» Jo \dr)o "^ \Ä"/o l A io ~ ^' 

ttnb tpetm man bie ©retd^ungen (e)^ (f) ffir: 

/d»«\ /d*y\ (diy\ fdiy\ 
VdTh ' VdTJi ' \~^h ' \d* h 

ooflBft; fo finbet man: 

(dx\ /d^\ f£fi\ 
/d8x\ _ \dsJi\dsJ,\dx*Jij ,__ _ /da:*\ /^\ ^iPf, \ .^ 

daJi'^KdxJXdsJi 



l 



l&A VdarA \d»Ji 

(Siixmmt man femer bie Variationen: 

oite ben (Sleid^mtgen (d) unb (g), fo finbet man: 

«+'(f).-'*'"'(m(^).=''' 
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ober tvegen ber ®{ei(^mis (C) auf ®. 185: 

„ + ,(g) c.„-.. + »,(0).(fl)=o. 

Um btefe ©(etd^ungen geometrif^ gu intert>rettren, fei iiB (gig. 18) 
bie (Serabe, beten ©(eid^ung ift: 

ay — 6ar + c = 0, 

P, ber ^unlt (a:„ yi), PiiV, bie 9tormafe bcr ®rcnjctttt>c, r^ i^ 
ftrümmung^l^atbmeffer im fünfte Pi unb PiPi ein ^eqjcnbild aif 
iiJB; fo i^at man, tocil fid^ bie ßurben in Pi berül^rcn: 






®e^t man biefe SSSertl^e in bie erfte ber ©leid^ungen (h), fo erl^ält 
man: 

n = — PiPi sec A^iPiPi = — PiNi, 
unb ebenfo ift: 

79. ®^e toir biefen ©afe auf fj>ecielle SJeif))ieIe antoenben, mfiffcn 
tt)ir bie in SRr. 23 angegebene 2)ebeutung ber SSBorte: „aÄayimum" 
unb ,,aRinimum" toieber in (ärinncrung bringen. — ©iefe ©orte 
bebeuten nid^t abfolut größte, ober abfolut Iteinfte SBertl^e, 
fonbern nur SSBertl^e, toeld^e größer, ober Heiner pnb, oI« die 
anbem SBertl^e, loeld^e burd^ eine uneubtid^ Heine Äenberung in 
irgenb toeld^en ber bcränberlid^en SIemente erjeugt toerben ßnnen. — 
SSBenn alfo bei einer Slufgabe j. ©• bie firümmung in ©etrad^t 
fommt, fo ift tool^I ju bemericn: baß bie Surbe, toeld^e bie SBaria* 
tion^red^nung atö Slufßfung gibt, nur mitßurben berglid^cn tocr* 
ben mn% toeld^e an^ if)x ol^ne eine pU^Udft äenberung ber ftrfim^ 
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numg l^ergclcttct tocrbcn Wmtctu — SBcnn man aVjo iwcäf bic Sß^ 
riotion^mctl^obe ate Slupfung einer fold^en Slufgabe eine Suröe 
gefunben i)at, toeld^e jtoifd^en ben betrad^teten (Sxihpmftm teine 
®pxlit i)at] fo toürbe biefe Stuflöfung be^l^atb nid^t unrid^tig fein, 
tocnn [idf eineSurbe mit einer ober mel^rem ®))i^en jtoifd^en i^ren 
(gnbj>unlten angeben ßeße, toetd^e bie gegebene Function größer, ober 
Keiner mad^te, ate jene» — (äbenfo mu^, toenn bie burd^ bie 93aria* 
tiondred^nung gefunbene @urbe eine gen)iffe Slnjal^I bon ®))i^en 
i)(d, fie nur mit &trt>en berglid^en iperben, koeld^e eine gleid^e Slnjal^l 
bon ®j>i^en l^aben. — !J)ie« ift umfomel^r ju bead^ten, afö eine 
ptiiiUäft 3(enberung in ber Srfimntung nid^t notl^menbig aud^eine 
pli^ü6)t ^enberung in ber geometrifd^en Sage inbotoirt; b. 1^. 
bie berfd^iebenen fünfte ber Surbe lönnen benen ber ßurbe, toomit 
fie berglid^en toirb, nod^ unenblid^ nal^e Hegen, unb man a(fo mei^ 
jien föraite, baf eine fold^e SBergleid^ung geftattet fei, toa^, toie toir 
gefel^n l^aben, nidf^t rid^tig toäre, unb toobon in bem folgenben $ro^ 
bleme ein Sß^pid borlommen toirb. — 

»eif})ieL 

80* Sine Surbc bim gegebener Säng'c unb fotd^er S3efd^af*= 
fenl^eit ju flnben: ba| bie gfäd^e jioifd^en il^r fettft, il^reii beiben 
äußerften ftrümmung^l^albmeffern unb bem jtoifd^en biefen liegenben 
SBogen ber Söolute ein SKinimum fei- — 

SBenn q loieber ben Srümmung^l^atbmeffer unb ds ba« Surbcn* 
element bejei^nen, fo ift ba^ gtäd^enetement offenbar =Qd8. — 
S3tr braud^en alfo in ber borl^ergei^enben Aufgabe nur ju fe^en: 

wn bie äuflöfung ber borticgenben aufgäbe ju erl^aften. — iCicfe 
©ubftitutionen in bie ©(eid^ung (E) geben: 

p« = ay, (a) 

unb bie ©leid^ung mit enbüd^en ©rSfen ergibt fid^ aM ber oOge«* 
weinen ©leid^ung (F) »ie folgt: 

©ie Oleid^ung: p« = ay 

giBt: 



y«j ' 
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tnitl^in: 

r, = 2v/j; 

fo(g(i(^ »trb bie ©letc^ung (F): 

ar + f 



v/|'-(y!+0' 

©e^t man: 
fp erl^ftlt man: 

a: + /'=26f8m(?(Binö - 8ina)dtf 

= b{0 — sin^costf + 28inoco90^ (b) 

unb »cU für ar = 0, fotoic für ar = jti bie Orbteote jf ss feto 
mug: 

f^bia-^fonacoBo) 

Xi 4-f =6(« — « — sinacoia). 
^ierau^ folgt: 

^_ £i 

tpoburd^ bie Sonftanten b, f mittelft a beftimmt tperben, unb bie 
nod^ übrige Sonftante toirb burd^ bie gegebene S&nge ber Surbe 
onf folgenbe Seife beftimmt: SBenn man bie ©(eid^ung Cb) bifferen^ 
iirt, fo erl^&It man: 

dy = 2&(smd — sina) cosOdO, 

dx = 2b (sin — sincc) sin OdO, 
ts>0XQM folgt: 

cfo = 2&(8in0 — sino)(f0. 

3ntegrirt man biefe ©(eid^ung gteifd^en ben ©renjen: 

=za, = n — a 

tmb bejeid^net bie gegebene 2&nge ber Surbe mit 29i) fo ^ man: 
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8i = 26 {cos a + (« — i «)sina}, 
ober tocnu man für b fernen burd^ a au^gebrüctten SBertl^ fefet : 

rt co9a-f-(« — ^n^aina 

^ ^ Ä — 2(a 4-8ina cos«) ' 

Joobinrd^ bie Sonftcmte a Beftimmt iDirb» — 

5Die ©leid^ung ber ßurbe ergttf ftd^ burd^ @(tnttnation bon 
gtotfd^en ben ©(eid^ungen: 



unb: 



|^ = (8mö — since)* 





T-=ö — a + sinacosö -~ sinöcosö — sinacosa). 





SBcnn bcr änfong^^junlt ber ßoorbtnatcn in bie SJiitte ber geraben 
SScrbinbnng^ßnie ber @nb})unlte ber ßurbe verlegt toirb, toa^ gcfd^^t, 
tpenn man: 

^ + i ^i> *>bcr a: + 6 (Ja — a — sin« cos a) 
für j: fefet; fo tolrb bie (efete ©teid^ung: 

- = ö + (2sina — shi^)cosö — i« 



Ober: 

h 



4- arc» cosf sin a -f- v/ ?^ ) 



Sln^ bcm erften Sntegrate ber ©teid^ung: 

ergibt fid^ eine merftoürbige geometrifd^e ©genfd^aft ber 6nrben bie* 
fer Stoffe» ©nbftituirt man nämüd^ für - lieber feinen SBert^: 

pdp 

dy 

(1 +1)^)1 ' 

13 
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mib tntegritt; fo a^it man: 

ober toenn man burd^ y bibibirt wib für ,,. -l. 9\ ' J^ ^ 

1 2 , e 

— = — I — . 

81. SBenn bte Sönge ber gurbe g^tfd^en ben feften $mdten 
nid^t gegeben ift, b. 1^. b>enn unter aQen Surben, tadSft g^ifd^en 
biefen ^»ßunften befd^rieben »erben Wnnen, bte gefud^te toirb, för tocÜ^ 
bie oben ertDÖl^nte ^(äc^e ein äRtnimunt ift; fo u>irb bte (Eonftoirie 
a beftinunt, tpenn biefe ^iaift burd^ a ou^gebrfidtt unb % iDiffereu' 
tiat =0 gefegt toirb. — SKun ift aber: 

= 26. 



v/|'-(v/?+«)T 

unb toenn man toieber fefet: 

Y/^-|-« = smö, unb « = sma, 

fo erl^äft man : 

^Qds = 46« /(sinö — sina)»dfö 
= 262 jö(l + 2sm'a) — sinöcosö + 4Bma costf}. 

®a femer ba« SDiafimum bon y bem äBinfet ö = ? entf))rld^t, fo 

ift leidet einjufel^en, baß ber SBertl^ ber fraglid^en gtäd^e ou^gebrüdft 
toirb burc^: 
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86«. pCainö — 8ui«)«dÖ 
= 46' |f g- — ajCl + 2sin'«) — SsinacosaL 
ober »am für 6 fein SBcrtl^ in « unb g — /* föt a gcfefet toirb: 

^^^'-^^ • (^ - sin^ cos«« 

®€^ man enbtid^ ba^ üDifferentiat bed Sogoritl^mud biefed 9(ud^ 
brude« =0, fo ergibt fid^: 

sin/? (sin/? — /jcos /?) sin^/g 

/S + 2j»co8V — Ssin/J cos/J ~"/J — sin/J cos/J* 

gäft man ben ©ertl^ /S = 0, für meldten 6 fotool^I, a.te bic fragfld^e 
gläd^e uncnbtid^ totrb, rnibcad^tet, unb fd^afft bte ©rüd^c fort; fo 
ftabet man: 

cos/J QJsin/J cos/J + /J« — 2sm«/S) = 0* 
S)iefer ©leid^ung totrb burd^: 

cos/J = 0, ober /5sin/J cos/J + jJ' — 2sm'/S =0 

genügt; attein eö ergibt fid^ teid^t, baß biefe te^te ©feid^ung un^ 
möglid^ ift,*) toeit bie Knie ©eite bcrfetben ftet« einen ))ofitiöen 
ffiert)^ l^ot. — © xccix% atfo fein: 

cos/3 = sina = 0. 
bie ©teid^ung: 



*) 2)cnn mu(tij)(icirt man fle mit 4 unb fefet man 2/J = ö, fo toirb ber 
erfle Streit : 

ti = ^« + ^8i^^ + 4cos^ — 4 

unb toenn für «i»^ unb co<d t^re Stei^enenttotdetj^ngen: 

^ "^ rx3 "^TXOT "*''• 

unb: 

* 1.2^1.2.3.4 **^- 
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koirb a(fo: 



ober: 



* =vA 



b. 1^. bte ®(et(^ung einer (Si^cloibe — unb ba für jeben (Snb])inilt 
p = tft; fo tft einleud^tenb , baf bte Siirbe eine »pllft&nbtge 
%Ioibe ift. — 

SBcnn ACB (gig. 9) bie in {Rebe fte^enbe ©^loibe borftettt, fo Ifl 

O AJ02 

bte gefachte 3RinimumöPd^e = j— -; aber toeim Bb uncnb* 

Ud^ Kein tft, unb über Ab, bB g^clotben befd^rieben loerben; foift 
bte aud btefen betben g^clotben beftel^enbe &trt)e ber ACB unenbltd^ 
nal^e, b* 1^. bie entf))reci^enben fünfte beiber liegen einonbcr un cnb* 

lic^ na^e. — Diegtäc^e ber erften ift aber =| ^^^ "'^^^ ; olfo 
offenbar Heiner ,uY^^i^'-^±^^=^^^ 



gcfetjt toerbcn; fo crl^cttct auf ber @tcttc, baß » für f( eine SBBcrtl^c bon e p^ 
fitit) ift. — gilr ö = öerfd^toinbet aBcr », unb toenn H für irgenb 
einen anbern Sertl^ e=.6i t)erfd^n)inbet ; fo mug ed aud^ für irgcnb etntn 
jtüifd^en unb <9i Ucgenben SBertl^ ein SWaiimum erreid^en. gür biefen 
ätoift^enirertl^ l^at man mitl^in: 

^ = 2^ + öcosö — 3sinö c= 0- 

3)ie Unfe ©cite bicfer letzten ^teicä^ung Dcrfd&lrinbet eBenfottö für 0=0 mtb 
ifl :^ofitii) für f leine SÖßertl^e toon ß, unb toenn fte aud^ für einen anbern 
Söcrtl^ 6* ton 6 toerfc^toinbct; fo muß man für einen jn^ifc^en unb 6* tiegenben 
Söertl^ l^aBen: 

4ä^= 2(1 — C08Ö) - 68in6 = 0, 

ober: ^ö — ten^iö = 0, t^etd^e ®(ei(ä^ung offenl&ar für iebcn anbern SBcr^ 
loon e M 6=0 unmügU^ ifl. — 
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fo ba§ atfo bic burd^ bic SSortation^rcd^nung gcfunbene gläd^c ^ 

nld^t bic abfotut fleinftc »ärc^ — ©leid^too^I ift bicfc glad^e ein 
toWttic^cö aWinimum int toal^rcn ©inne beö SBortcö (5Rr. 79); bcnn 
bic Surt)e ACbcB f)at in 6 eine ©|)i|c, nnb lann mitl^in nic^t aM 
ACB bnrd^ eine juläffige nncnblic^ Heine SSoriation abgeteitet 
tocrben, toeit in bem fünfte h eine Ärümmungöänbemng erforbert toirb, 
bic nid^t nnenblid^ flein ift — 3n ber Z^ai finb bic SSariattoncn 
fi^unb 8q an bicf er ©teile t)on t)erfd^iebenen ®röf enorbnungen. *) 

Slnfgabc V. 

82. ®ie Suröc ju flnbcn, toetd^c baö 3ntcgral J^d« jn einem 
aWafimum, ober SDiinimuni mad^t, inbem ds baö ßlement einer 
auf einer gegebenen gtäd^e befd^riebcncn 6urbe nnb ft eine gegebene 
gmiction berSoorbinoten einc^ beliebigen ^nnlte^ berfelben bebenten*— 

änfL SBir tootten toieber bic gagrangc'fd^c aWetl^obc antoen^ 
ben, inbem »ir x, y, z alö gnnctionen tjon « anfeilen, tocld^ burd^ 
bic ©Icid^nng: 

i)crM|)ft finb, unb t^ = fei bic ©Idd^nng ber gegebenen gläd^e. — 
SBenn ai^bann X nnb X' bie nnbeftimmten 2)lnlti|)licat0ren für biefc 
beiben ©leid^nngen bcjeid^ncn, fo ift bic öoüftänbigc ober totale S5a^ 
riation bcö 3ntegraled jfids offenbar: 

/!(£+''£)"+(|+»t)"+(S+'''i)" 

, r dx ddx . dy dSy , dz ddz \) 
* \d8 * ds '^ ds * ds ^ ds * d8 J) 

SBenn man bie legten brei ©lieber berfelben tl^eitoeife integrirt, nnb 
bic (Soefficienten bon öof, dy, dz einjetn =0 fefet; fo erl^ältmon bic 
brei @(eid^nngm: 



*) 3)ic «cmctfung bc8 SScrfe. in 9^r. 79 ifl attcrbinö« ricä^tig; aber 
bicfcö (SrIäuterung«Bcif:|)ict berfelben burc^au« nid^t«fagcnb, tocil bie nnenb* 
U6f f leinen ©lieber toon ber erflen unb j tö ei tenOrbnung 2^^6.6» unb 6»3 
neben bem enbU^cu ©liebe J6« gar nid^t in )Betra^t lommen. — @. 
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dft , ,du 
dx"^ dx 

^J-X' — 
dy "*" dy 

dz ds 



-^ 1— = 



d» 'dt 

d .dx 
d$ '''dt 



^0, 



= 0. 



dx du d% 



(B) 



mniäpMxt mm bicfc ©Icic^miflcn rcf^ mit ^, ^, -g, obbW 
bie ^robulte unb (ead^tet bte Sebingung^Ieid^ungen: 

dx * ds * dv ' ds'^ dz* da da ' 






ds ds 



ds* ds^ ds* ds^ 



\o finbet man: 






SBenn bte Sänge berßurbc nid^t gegeben ift, fo ergibt fiäf bnn^ 
äl^nßc^e Setrad^tungen, tpie in 9(ufg. I^ bof a = 0, unb mifi^ 
>, = ^ fein mu^. — !J)ie brei ©leid^ungen (B) toerben bal^cr: 



du , ^fdu d'^x dx du ^ 



dx 



dx 



ds' 



ds ds 



d(i , y du 
dy "^ dy 

d(i , . , du 
dz dz 



^ ds^ ds* ds ~ ' 

d'^z dz dpi, ^ 

^~d^''di*'di~^* 



(C) 



SBenn a, ß, y bie SBtnIet begeid^nen, b>eld^e bie Sootbinotenetoiea 
mit bem bie durbe in irgenb einem ^unlte beräl^renben Slormalfd^nitte 
ber gläd^e bilben; fo l^at man: 



du . /, d^ I du ^ 

cos « -T — |- cos p -^ — f- cosy -3:7 = 0, 



dx 



dz 



unb: 
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[ipdl He (Sbene bed iRormoIfd^nttted burd^ bie Tangente ber Surte 
t. — fDlMfMtt man olfo bie ©(eid^ungen (C) refp. mit: 

obbirt bie ^robitlte; fo ttffSit man offenbar: 

da . du du 

cosa^ + coB^^+cosy^ 

(^;r d^v d^z\ ^ -^ 

ßö»«-5jr + <^ös/J-gjf + co8y-^-J =0. (D) 

JKer tDcnn a', ff, y' bie 9BinIe( bebeuten, totläft ber Arümmung^^ 
l|a(bmef[er p ber Surbe mit ben Coorbinatena^cn mad^t; fo ffot man 

WomitudD i 

, d^x 

zM d^y 

j dH 

Die ®(eid^mig (D) lomt bol^ auf bie gorm : 



C08«^ + C0S/J^ + 



da 
cosy-^ 



= -^^ (cosa cos a! + cos/l cos^' + cosy coa/J* (E) 

gArad^t loerben. — 3ft femer o ber SSinM }tt)ifd^en ber JD^htta^ 
tbnSdbene ber (Snrbe mib ber (SBene bed SRormalf^nitted ber f$(&d^e, 
fo ^ot inan: 

cosa cosa' + ^^^ß cos^' -f- cosy cos/ =r siniOi 

ttQb tiad^ bem aUeunier'fd^en S^l^eoreme: 
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»0 Q ber Srüntmunfl^l^albmeffcr bcö Siormalfd^nittc^ ift — SKon 
fann bcmnad^ bcr ©tetd^ung (E) eine ber btel folgcnbctt gwmetf 
geben : 

sind) 1 / cf^ , ö^f* , ^jf*\ .TN 

— - = -(co8«^J + co8^^ + co8y^y, tF) 

tanc} l / ^j^ , adu, . cfuN 

Je?« 
ba^ gegebene 3ntegrat ift, fo ergibt fid^, toic in bem goDc 

einer ebenen 6nrbe(9?r, 63), ba§ ble erftc biefer testen ©Idd^ungeii 
ganj ungeänbert bleibt — nnb baranö fd^üe§cn toir toiebcr: 

SBenn bie auf einer gegebenen gtäd^e befd^ricbenc Sitröc, beröi 
©leid^ung : 

ift, bic ©genfd^aft l^at: ba« 3ntcgrÄt Jf*<fo jtf einen STOajcimttW, 
ober aWinimuni ju mad^en; fo ^ai bie ßurbe, beren ©leid^ung: 



Q='-f{x,y,zA£) 



Cd» 
ift, bie ©genfd^aft: baß fie baö 3ntegral — gu einem SWafi* 

J f* 

mum, ober SDiinimum ntad^t— (Sin mertofirbigeö ©eif))iel l^ierbo« 
toirb fester bei ben med^anifd^en Slntoenbungcn ber SSariotion«* 
red^nung borlonunen. — 

SBa^ bie augerl^atb be« Sntegralieid^cn^ ftel^enbcn ©lieber be* 
trifft, fo fielet man leidet ein, ba^ fie folgenbe ©leid^üngen: 

'•l(S)/-+(-S)/^+(aM=» 

geben* — 
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(1) SBenn bie ®ren2)>un!te ber dwodt feft (iegen, fo totttm 
iefe ©tetd^ungen bon fetbft erfüQt, tpetl: 

^Xi =0, Äjfi=sO, ^«1=0, *a:o=0, *yo=0, dxo=0« 

(2) SD5emi biefc fünfte nid^t gegeben ftnb, fonbem nur auf 
gegebenen, auf ber gegebenen ^i&äft (iegenben Surben bleiben müf< 
fen, beren ©(dd^ungen finb: 









dxi = niidziß 

fo tnug man offenbar l^aben: 

Syi =niSzi, 
snb folgfid^ toerben bie ®(eid^ungen (G) fe^t: 

^.t".(f)+".(f),+(^),!=». 

-h(^).+-(f)+(ai=»- 

SBtom olfo bie Slnnal^men wi = 0, wo = bei ©eite gefegt toerben, 

fo folgt l^ierau^: ,,^enn eine auf einer gegebenen S(äc^e bt* 

fdjriebenc Curbe fo befd^affen ift, bag fie ba^ Sntegral 

j^ds }u einem Wtafimvim, ober 9){inimum ma6)t] fo 

fdfneibet fie il^re ©renjcurbcn unter redeten ©inleln." — 

83. Die ©letd^ungen ber Surbc, toeld^c baö 3ntcgral J(id8 {U 

dsem 9ßa;intum, ober STZinimum mac^t, fönnen aud^ in folgen^ 

Wr ffieife au^ebrudt toerben. 

S)ie ©(eid^ung ber gegebenen Städte fei: 

dz = pdx 4" qdy, 

fp w^ man, toeit bie ßofmuö ber äBinfel, tocld^c bie D^fulation^*» 
ebene mit ben Soorbinatcnebcnen mad^t, burd^: 

d^y dy d'^z\ 

H^ ds^'ds^)' 
d^z dz 



fdz 

<^ U 

(dx 
dy 



ds^ 
d^x 



f dy d*x 
\d% • d«2 



d9 
dx 
di 



ds^ 

d^x \ 

ds'^J 

ds^ J 



i3* 
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oudgebrüdt loerben, offenbar ffaim: 



8miD = 



idyd^dx£y (dz ^^dy dh\ /dx d?x d% <Pjr\ l 

Vi^+p' + q^) 

@e^t man biefen Sßert^ in bie }b>ette ber ©{etd^ungen (F) imb c& 

d^x d'^v 

minirt -^, ober -^ mittdft ber ©(eid^ung: 

dr d^ dl d^idz £*_^r.^ 
ds * d8'' '^ d8* ds''^ ds* ds^ ^ ' 

fo lann bie gefud^te Qmu ivctäf bie eine, ober bie onbere ber (SIeU 
d^ungen : 

an^gebrüdt toerben, toenn man bamit bie ©teid^ung ber gegeBenen 
gläc^c öerbinbet* — 

84, SBenn man bon bemfelbcn fünfte (gig. 10) einer SWcäfe 
nad^ jtoei einanber unenblic^ naiven fünften TyT einer gegebenen 
guröe jtoei (Surfen OT, OT' auf biefer gläd^e jiel^t, tooöon jebe 
bie ©genfc^aft ^at: baö Sntcgral J/irf» ju einem SDtajrimum, ober 
aWinimum ju mad^en, unb e« bejeid^net da ben Sogen TT', fo 
tote d ben SBinlet OTT') fo toirb bie Differenj ber SBer«^ be« 3«^ 
tegraleö an ber ®renge fiir biefe Suroen au^gebrüdft burd^: 

fii cosddfcr, 

too fii ber SBerti^ oon ft für jieben ber einanber unenbtid^ naiven 
fünfte T, T' ift — Denn ba iebe biefer Suroen ba« Sntegrol }U 
einem SDiafimum, ober SWinimum mad^t; alfo bie SSoriation unter 
bem B^i^^w J oerfd^toinbet, unb außerbem einer ber ®renj})ttnlte 
feft liegt; fo ift Mar, bag bie Sotaloariation, toeld^e ba« 3ntcgral 
bei bem Uebergange oon OT ju OT' erfährt, audgebrüdtt toirb bnrd^: 
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M(f)/-+(*).'"+(^),'"l- 

ftbtt naäf bem SSorl^ergel^enben tft X = ft, unb ba fid^ bte ^ttOft 
^on xi, ifi, % änbem, koenn man bon einem fünfte ber (Surt)e ju 
bem folgcnben fibcrgel^t; fo ift offenbar: 

to.=(g)*, *„=(f)*, &.=(©/'■ 

©ubftttutrt man btefe SSJcrtl^e, fo toirb bie 2;otatbariation : 

- 1 (©. (s. + (f ). (I). + (f ). (f ) i *- 

tDOtou^ toegen: 



cos 



folgt: fiicosdcfor, toie betotefen toerben foöte* — 

85* SBcnn f* eine l^omogenc Function oon x, y, z x\t, fo 
ergibt fid^ ein SSfXiiiäfi^ Zfftoxvxi, toie baö in 9lr. 70 für ebene Sur* 
Den betoiefene. 

SBir tooßen ben ©nrd^fd^nttt ber 5WormaIebene ber Surbe mit 
ber jEangentiatebene ber glad^e bie SRormale ber Snroe nennen; fo 
ift biefe 9?orma(e offenbar fenfred^t auf ber ßbene be« oorl^in er* 
toSiftdm 9iorma(fd^nitted, unb mad^t mitl^in bie SBinlet a^ ß, y xtAt 
ben (Eoorbinatenajen. — So fei eine gläd^e befd^rieben, beren ®Iei* 
d^ung ft = c ift, unb eine ®6ene getegt burd^ ben Slnfangö^junft, loeld^e 
in ©ejug auf biefe gtäd^e gu ber oom Slnfang^^unfte nad^ bem ^nfte 
ber Suroe gezogenen geraben Sinie conjugirt ift,*) unb bie Slormate 
ber Suroe foiocit oerlängert, bi^ fie biefe ßbene trifft; fo l^at man, 
toerni biefe t)er(angerte Sinie mit n bejeid(^net tt>irb, offenbar: 



X — x' ^ y — y 

cos a = , cos p = - — ^y cosy = 



%-z' 



n ' n ' ' n ' 



*) b. ^. ^jatoffcl jtt ber SScrül^rungScbcnc ber glä<3^e |i = c in bem fünfte, 
too bie Sinie, %vl toet^er jle conjugirt ift, bie glS^e trifft — 2)a fi eine ^o* 
mogene Smiction ifl, fo gi6t ed offenbar nur eine fot^e (Sbenc — 
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»0 Oc',yy 2') bcr ^unft \\i, too bic Sinic n Mc coniuflirtc ®cbc 
trifft — Die ©feid^ung (F) fann bälget auf folgcnbc gönn gcBrad^t 
tocrben : 

-Q ""fiK dor+^dy+^dJ V dx^^di^'' d%)V 

aber ba (ar', y', a'3 ein ^unlt in bcr conjugirtcn ®cne ift, fo ^ 
man, tolc in 9ir. 70: 

dx ^^ dy ^ dz ' 

unb toeun fi eine l^omogene Function mtm ®rabed tft:^ 

du , (/u , dfu 

f otgßd^ : 

nsin o = mg. 

Unter Öeifcel^attung ber obigen Definitionen l^at man alfo ba« fot 
gcnbe Xfjtoxmt: 

^enn ia eine l^omogene i^unction be« mten ®rabe« 
oon ben Soorbinatcn eine« fünfte« einer gegebenen 
gtäc^e ift, fo ift bie Surbe, totidft J^ds gu einem fDlai^u 
mnm, ober SWinimum mad^t, fo befd^affen: ba§ bic $ro* 
iection ber 5RormaIe in j[Cbem fünfte auf bic ©«luta* 
tion«ebene bem mfad^en ^rümmung«]^atbmeffer g(eid^ 
ift- 

Durd^ eine äi^ntid^e ©ubftitution loirb bie erfte ber obigen ®Iet^ 
d^ungen (F) auf: 

J_ 1 _ m^ 

rebucirt 

3ebe« bief er S^l^eoreme gibt ba« SDlittel an bie $anb : bic D«fu* 
tation«ebene unb ben ÄTÜnttnung«]^aIbmeffer in einem betiebigen fünfte 
ju erl^alten, toenn bie JRid^tung ber !£angente belannt ift. — 

Sdti\pitl 
86« Die füricfte Sinie ju finben, tocl^e auf einer gegebenen 



OBcrfläd^c jtotfd^en jtoct auf bcrfcI6cn ficgcnbcn fünften flcjogcn tocr* 
bcn lantu — 

Die« ift ber cinfad^ftc gatt bcr borl^crgcl^cnben Slufgabc, näm^ 
fid^ »crni fA= 1 ift — ^ e« ift folgüd^ : 

dx ^' dy ^' dz -"' 
uttb avi^ bcn ©Icid^ungcn (F) ergibt fic^ fofort: 

^ = p', = 0. 

Der fitümmung^l^atbmeffer ber ßurbe ift alfo berfetbe, ate ber 
be^ 5Rormatf d^nitteö , toeld^er fie berül^rt, ober mit anbcm SBorten: 
bic Döfulationöebene ift in iebem *>ßuntte fenlred^t auf ber frummen 

®a eine bottftSnbigc Unterfud^ung ber ©genfd^aften lürjefter 
ober geobättfd^er Sinien auf fnmimen glöd^en für ein 2Berf, toic 
ba« unfrige, toelc^e« fid^ nur mit ben toi(i(^tigften®runb leieren ber 
Sßariotionöred^nung unb bereu Slutoenbung ju Befaffen l^at, biet ju 
toeitfd^id^tig ift; fo begnügen toir un« mit ber ßnttoidelung einiger 
ber toid^tigften biefer ©genfd^aften geobätifd^er Sinien. — 

(1) Die ©leid^ungen ber geobötifd^en Sinie, »enn ber Sogen » 
)ur unabl^öngigen 3$er5nber(id^en genommen toirb, ergeben fid^ leidet 
aM ben allgemeinen ©leid^ungen (H), toenn man fefet: 

^ — *^ dx ^' dy ^' dz • 



auf biefc SBeife erl^äü man: 

du d^x du d^x 
dz * ds^ dx* ds^ 



= 0, 



du d^y du d^z ^ 

Iz' (fo« dv' 'dP'~ ' 



dy 

ober toenn: 

dz = pdx + qdyj 

bie (^Uid^ung ber gegebenen Oberfläche ift: 
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(•) 

(2) Slud biefen ©(etd^ungen (äffen ftd^ leidet bie l^erleiten, toon» 
X bie tnbe))enbente 93er&nber(id^e tft; aOem ed ift DieUeid^t no^ 
einfädlet ^ fie fofort aud ber Semerlung a6iuleitcn: ba| bie O^tnlo^ 
tion^efcene in allen fünften auf ber Oberftöd^e fenlred^t ifL — 
SBenn bie ©(eid^ung ber Dberfläd^e ift: 

dz = pdx + qdy, 
fo ergibt [vdf au^ biefer ©emerlung: 

pidyd^z - dzd^y^-^-qidzd^x—dXijPx^siidxd^jf — dyd^x. 

®e|t man nun d^x = 0^ unb fubftituhct ffir cfs;^ <f^s i^re bttrd^ bie 
®(eic^ungen : 

dz = pdx + g Jy, 
d^z =r rdfa?« + 2«rfxdfi^ + tdy^ + gd^y 

gegebenen SBertl^e; fo erl^ätt man bie ©(eid^ung: 
tDÜäft in 93erbinbung mit ber ©(eid^ung: 

dz — pdx — pdy = 

bie gecbatifd^e ßinic au^brüdEt* — 

(3) 3Benn man bon bemfetben fünfte (fjig. 10) auf einer gßd^e 
nac^ jtoei unenbtid^ naiven fünften T, T' einer (Eurbe geobätifd^e 
ginien giel^t, da=TT' unb e = TT'0 fe^t; fo ift an ber ®rcnjc: 

OT — OT=da.cos0. 

ÜDie^ ift offenbar ein f^erießer gaH bon bem aHgemetnen Softe 
in 9?r* 84, unb auö bem bort ©efagten erließet: ba§ biefe ©gen* 
fd^aft, loetd^e befanntßd^ geraben Sinien 2u!ommt, eine allgemeine 
(gigenfc^aft geobätifd^er Sinien ift — ©ei ben Slntoenbungcn ber 



Snfhittcftmalmctl^obc auf 6uri)cn, bic auf gegebenen gläd^f Befd^rle^ 
bcn flnb, fönnen fotglid^ bte gcobötifd^cn Sinien, in atten bc»^ ^äUm, 
too nur il^rc SSngc in ©etrad^t fommt, aK gerabe Sinien Bel^an* 
bctt tocrben. — 

(4) 8lu^ ben allgemeinen ©äfeen in 5Rr- 47 erließet unmittel* 
Bor: ba§ eine gcobStifd^e 8inie nid^t notl^toenbig bie fürjefte Sinie 
jtoifd^en irgenb j»ei il^rer fünfte ift; benn »ir l^aben bort gefe^cn: 
bog bie Surbe, bereu !Diff erentiatgteid^ung : 

ift, im SMgemeinen nid^t bie ©genfd^aft befifet, baö Sntegrol: 



CK^'^'S)*^ 



}tt einem SJiafimum, ober 3Äinimum ju mad^en, toenn bie 3ntc* 
gration^greuien fo Befd^affen finb, ba§ man eine jtoeite, ber erften 
unenblid^ nal^e tiegenbe Surbe giei^en f ann, toelc^e berfelben Differenz 
tialgleid^ung genügt unb burd^ bie gnb|)unfte A, B, ober burd^ irgenb 
jtoei gtoifc^en A unb B Kegenbe fünfte gel^t — SJian l^at l^iemad^ 
folgenbe Kegct, um gu Beftimmen, in loeld^em fünfte bie geobätifd^e 
Sinie aufl^ört eine lürgefte Sinic gu fein: 

,;S« fei A (gig, 2) ber eine (Snb^unlt ber geobätifd^en 8inie, 
mib man giel^e burd^ A eine gtoeite geobStifd^e Sinie, toeld^e mit ber 
erften einen unenblid^ fteinen SBinlel bUbet; fo fd^neiben fld^ 
beibe im 8[ügemeinen in irgenb einem anbem fünfte C. SBirb oiÄ^ 
bann bie Sänge ber geobätifd^en Sinie bon A auö gemeffen, fo l^Brt 
fie im SlQgemeinen auf bie Ifirgefte Sinie gu fein, toenn man über 
C l^inau^gel^t." — 

(50 (gnbüd^ »oHen toir nod^ bie ©teid^ung ber geobätifd^en 8i* 
nie auf ber Oberflcid^e eine^ (S(ti))foibed: 

fttd^en, fo loerben bie aQgemeinen ©leid^ungen (a) auf ®* 208: 

d9' "■ hH • <fa« • 



i 
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0c^ man: 

« = ^+54- + -^^' 

* "■ o» • <to* "*■ ft" "d$* "*" c« • A* ' 

bifferenjirt biefe (efete ©(eid^ung, unb futfttoirt fto-^, -g^ i^ 
and (c) genommenen Sßertl^e; fo finbet man: 

dv _ 2c' /• g da: , y ^2.xi rfg\ <<*« _ «* du dh 
lä" s lo* • <r« ■*"'ir*' d» "^ c* • d»y rf»« "" « • A ' dl« • 

SDiffereniirt man bagegen bte ©(eid^ung be« (£Ki)>fotbe« jttetmal, ndb 
fuBftituirt für -^, ^-^ toiebcr bicfclbcn SBertl^, tote torkln; fo 
finbet man: 



v = u 



Sterben femer biefe beiben ©tdd^ungen in einonber biDibirt, fp er^ 
I^SIt man: 

l dv i du 

V ds u d8 * 

olfc burc^ Integration: 

UV sz conat 

®e^t man hierin für u nnb v i^re äBertl^e, fo ergibt ftd^ al9 ®(ei^ 
d^ung einer geobotifc^en Sinie: 

3ft femer p ba« an« bem aßittetpnnfte be« ffi(Ii))foibe« auf bie 
©crül^mngöebene beffclben gefaßte ^er})enbilct^ unb d ber ju ber 
3:angente ber geobotifd^en Sinie ))aralle(e$)atbmeffer; fo toitb toegen: 

1»2 O* ^ ö* ^ C* ' 

d» ~o« • d«" "■■ 6« • <f«« "^ c« • «r«' 
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Me Gleid^mig ber gtobStifd^ Shtle: 

9Benn p ben Shrümmungd^tfimeffer ber aeobStifd^en 8tnie be« 
)Cu3^Tiet, fi> ift bdatmtlicl^: 

Ober für d feinen SBertl^ — flcfefet: 

P 

SSng« berfelben geob&tifci^en Stnie Snbert fid^ a(fo ber 
fttfimmungdl^atbmeffer im umgelel^rten 93er]^S(tntg bed 
ftnbtt^ be« aud bem aj{itte())unlte bed (Sia))fotbed auf 
feine Xangentiatebene gefä((ten *^er))enbife(d. — 
S)iefe beiben Sil^eoreme rfli^ren Don doad^imdtl^al f)tt. — 



*) !Z)enn ed ifl oKgemctn: 

pbct »cnn man für -r-r- , — ^ tl^rc au« ber ®W<i^ung ber geobütifii^en ?i- 

ew^ äs* 

«b geaogoKn SBort^ fe^: 



fISir l^en aber 0ifel^e|iy bag: 



t? = — ^- M 






iP; fotgß^: 



c 

2 






nnb toenn matt bied in ben $(u«bru(f t>on q fuB|htuirt; fo ifl: 

1 _i>' _d^ 



d^' 



9 = 



14 
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SufgaBe VI. 

87. 3iDtfc^en {tuet auf einer gegebenen gttd^e (iegenben ^M* 
ten, ober (&trt)en eine Sun^e «)on fob^er i&efd^affenl^ yt liäjm: 
bag bad beftinmtte dntegrot: 

)po fi, II Functionen bon x, y, % ftito, ein aßaiimum, ober fBtU 
nimum toirb. — 

Stuf L iRel^men loir ben Sogen t loieber )ur inbe))enbentai See* 
finberßd^en, unb Bringen mitl^in bad dntegrol auf bie ^rm: 

fo ift teid^t ein}ufe]^en, ba§ bie Sagrange'fd^e SRetl^obe folgeobe 
(Sleid^ungen giBt: 

.^xdy dX ,du dfi *p d^' _^ ... 

€&*•"&*€& dx d« d« * ds 

2RuItit)Iicirt man bicfe ©Icid^ungen ^^^ ^^ ^, ^, ^, abbirt 
bie ^obulte unb Bemerft, ba§: 

df£ d^' dXfdj^ ^tdjff^ ^ 

ds dx* ds^ dy* ds d%' ds 

ift; fo ergiBt fid^ toie in «ufg. V fel^r leidet: 

dk df* _, Q 

ds ds 

SQSenn a(fo bie S&nge ber Surbe gegeBen ift, fo ift toieber: 
X = fi+a, unb loenn fic nid^t gegeBen ift: X = ^. Setrad^ten 
loir ben erften biefer Beiben Saite, unb nmlti))(iciren, toie inlbtfg.V, 
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bie brd (Sleid^mtgen (A) ref)). mit cosa^ cos/}, cosy mtb obbiren 
bie $rübi^; fo ergibt fid^, loemt toieber fi + a ftott X gefegt loirb: 

CO»« -^ + coB/J -^ + co»y -^J 
_dit' , dx / du! , .du' , du'\ 

@e(^ man ferner ffir: 

d»« , -d«y , d'x 

C08« -^ + cos^ -^ + co»y -^ 

feine» ©ertl^ ^j^, unb: 

cf u' dar , {2u dy , <ifi' dx 

fflr -^; fo iDitb biefc Ofeld^mtg: 

. , . Bino du , adu . du 

(^+«)__^cosa^ + co8/J^ + cosy^ 

, dtt'/ ^£te dy\ i da / dx dz\ 

S>a al6er «, ^, j' bie %SMÄ finb, »etd^e ba9 $ert>enbttel auf ber 
(Sbtat bee 9brma(f(finitted mit ben 9((en bObet, mtb ^ , ^ , $ 

«5 09 af 

bie (Sopim« bcr ®infel, tocld^e bie Sangente ber Surbe mit benfeften 
«jen mad^t; fo ift bdanntßc^, tocnn «', ß', / bie SBinf et f inb, tocld^e 
ba« $erj)enbilcl auf ber gbene biefer Beiben ®craben, b*)^. bie 9ior* 
snale ber Irmnmen W^^t, mit ben 3(jcen bilbet: 

/ t^ dz dy 

cosa = cosp -j cosy -^- , 

a, dx dx 

C08/J =. cosy "jT "^ ^^'*« "jT > 

I dv « d^ 

cosy = cos« -^ — cos/? -^ • 
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X)ie ^idjt gefiutbene ®lüdfmi lonn mif^tn koietar ottf cbie bct tad 
fotgenben gcrmen gebraci^t loerben: 

(B) ^-4,= 

^- — = — i — f cos« -/■ +co8i3 "T- +C08y -r +cosy' —- — cottJ' ^\ 
— p /n+aV dx d^ ' dz ^ ^ dy ^ d%) 

Die Stuflöfung für ben anbern gatt, n)o bic 8 finge bcr (Surbe 
nic^t gegeben tft, ergibt ftd^ l^ierand nnmtttelbar, loennman o=0 
fe^t — ffienn bie ©renyjnnftc ber ßurtc gegeben flnb, fo ift Hör, 
baß bic i)on bem ^t\6)tn J freien ©lieber toiebcr öerfd^tofaiben. — 
Sßenn biefe ®ren}))nnlte nid^t gegeben finb, fonbem b{o9 auf (Sut' 
i)en bleiben muffen, beren ®(eic^ungen fülb: 

dyo = rn^dXQy dj/i == mxda:|, 
dzo = no^o> ^^1 ^^ fiidXi ] 

fo ergibt fid^ bnrd^ fil^nlid^e ^etrad^tungen, tDie in Sbifg* 11: 

ober toenn do> Oi bie 2BinIe( bebenten, nnter toeld^en bie (Sorbe il^re 
©renjcurten fd^neibet, nnb <po> 9i bie ©inlef; toüäft bic 5£angcntcn 
biefer testen Surt)en in ben !Durd^fd^nitt^<)unften mit ber äljc bcr « 
mad^en : 

(/«o + a) cosöo + |U cosgjo = 0, 

(C) 
(^«1 + o) cosöj + /*! cosg?x ~ 0. 

Wit bi^i^er erl^ottenen Stefnltote toerben auf ben onbem goU, too bie 
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S4itge ber (Sorbe niäft gegeben ift, anioenbbar, luemt man a=0 

Sbtx\pxtl 

88- SBetm auf einer Imnuncn gtSd^e jnjei ^Ite unb trgcnb 
dnc fic berWnbenbe ßurbc gegeben finb, jtoifd^en biefen fünften eine 
Curbe bon gegebener Sänge unb fold^er SBefd^ffenl^ ju befd^rei* 
im, ba§ pe mit ber gegebenen ßurbe bie mögfici^ grSfte gtäd^e 
ehtfii^fiett ♦) — 

iDa ber Snl^alt einer beüeWgen Oberflad^e burd^: 

ott^gcbrudt toirb, fo tft Har, bag, toenn bie ©(eid^ung bcrOBcrflfici^ 
gegeben tft, biefer Äuöbrud ftetö auf bie tjorm J^'dar gebrad^t »er» 
ben farni, too: 

eine gegebene gunctiou bon x unb y i% — ©ie Äuftöfung ber bor* 
liegenben älufgabe ergibt ftci^ dfo aud ben oQgemeinen ©(eid^ungen 
(B)^ tt)enn man fe^t: 

ÜDiefe ®(eid^ungen iperben bemnad^: 

J 1^_J_ 

p« p'« ~ a« ' 

p Kasino, (a) 

p'=r atano. 

SBenn atfo bie 9itd(itung ber S^angente fär irgenb einen $mdt be^ 
lonnt ift, fo lann bie Oölufation^ebene unb ber Srümmungöl^albmef* 
fcr burd^ folgenbe Sonftruction gefunben n)erben: & fei P (Sifl. 12) 



2)iefe (Sutte i{l, fo biet toit toiffen, gnetf loon l^elaunai^ beftimmt. ^ 
Itfioayille, Journal de Jdath., tom. YIII, p. 241. 
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ber Vmtit ber (Sutbe, unb bie &mt M Sfkffktt» bie 9btmoiAm 
berfelben, C ber Arfimmungdmitte())utdt bed 9{ormaIfd^nttte6 ber bmi» 
tnen Slad^e, CA fenhtd^t auf PC' mtb =0, mib CO, JPC refj^ 
poxaM unb fenfred^t )u Pil; f ift C ber Arfimmungemittd^ 
ber gefud^ten (Surbe unb eine burd^ FC fenlred^t auf bie (EBcne bei 
$a))iered geffii^rte (Ebene bie Odlulotioneebene. — S)ie 8IU^tifl|ei 
biefer Sonftruction erließet oud ben ®(eid^ungen (a).*) — 

SBenn verlangt loirb, bieSurbe )tt)if(!^en )to>ei gegd^enenCurbet 
fo }u stellen, ba§ bie ^(äd^e j^ifd^en il^r unb einer burd^ Ü^ Cnb« 
pmttt gel^enben (Surbe einer gegebenen @))eded ein 3Ra|tem ift; 
|o ergibt ftd^ burd^ gan) ol^nlid^e ®d^(flffe, loie bie auf ®. 173, baf 
bie ©teid^ung ber gefud^ten Curbe nod^ biefelBe ift, att borl^in. — 
SBad bie augerl^alB be9 3ntegra(}eid^end ftej^enben ®ßeber onloqgt 
fo ift bie 9e]^anb(ung9tt)eife berfe(Ben ebenfaUd ber bort ongOoanfclfB 
gon} anatog. — !Denn bie j^ifc^^ iübtn (Surben Qegenbe fSDU^t 
iDirb offenbar audgebrüdCt burd^: 

Jfi'dx— ( F(x, xo, Xi'idx, 

U)o fi' biefe(be Sebeutung l^ot, loie im erften gaOe, unb FCx,xo,Xi) 
eine gegebene ^nction ift, nfintOd^ ber Vktt^ bed 3ntegrab6 
J/Cl +i)* + y')rfy für bie gegebene Surbe, toett^e burd^ bie 
(£tü>pmttt ber gefud^ten Surbe gel^t r- SBerf&l^rt nton olfo genau, 
U)ie in beut ^aUt einer ebenen (Surbe, fo eäfiit man bie (SHiß 
d^ungen: 



*) Semt bie gegebene frumme gtäd^e ein CSIIif)foib ifi, fo {<mn bie 
9tid(tttng ber OdtuktiondeBene ani ber ber S^ngente huxiff folgenbe ^nftruc* 
tton gefunben tt>erben : QS« fei c (Qig. 13) ber iD{ittelt)unft be€ CSlIt)>foibel^ 
cp fenlred^t auf ber ^erülj^rungdebene, cd ber ju ber Sangente ber (Sxant 

pcadldt $a(Bmeffer, unb po fenfre^t auf ber (Sbene pcd unb = ; fo \$ 

bie (Sbtnt dco pcaciXltl pi ber OdfutationdeBene; bemt t» i^: 

X »^^ OP d"^ q' , 
tan PCO =-775- = — = - =tana)* 
CP ap a 
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acosoo + ^^^o I 3 — cte = 0, 
a cosoii •" cosffi -^ — dx = 0. 

aufgäbe vn. 

89. 3^^^^ i^^ gegeBenen fünften einer bummen gCfid^e 
vt (Ettrt>e t)on conftanter firfimmung imb ber Keinften Sfinge 
Befd^reiben. — 

XttfL XSenben ipir luieber bieSagrange'fd^e äßetl^obe an unb 
^men ben Curbenbogen t }tt ber inbe))enbenten S3er&nberßcl^en, 

)em bie abl^fingigen S3eränberß(i^en x^ y, % bwcäf bie ®Ieid^ungen: 



b: 






ri(nfi))ft finb. — Z>a olf o fai 7 leine ber S3er&nber(id^ borfonont, 
ift einleud^tenb , ba§ bie ©(eid^nngen, loetd^e bie Soefflcienten bon 
, 8jl, 6% ßefem^ fo^enbe finb: 

dKX'^ d.X^ 
dt* d» 



dt* d$ 



tf,.V^ d,X^ 






<2>» dt 



= 0, (A) 



d9 ds ^ 

— Ä5 dr"="' 

:fe Gfoic^itnge» finb itnnritte(l6at integroBet, unb geBen: 
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dt d$ 

d l'^ 



d.X 



ds d& 

, d'^z 



dB* ^ydz 



ds ds 



Ober: 



d^T dX\, ,d^x dx 

ds' ' ds^ ds^ ^ ds 



Äf: + v:J|-A^=6, (B) 

ds* ds ^ ds^ ds ^ 

ds' • ds'^ d^^^T^-"^' 

(Sliminirt man X itoifd^en ben beiben erften biefer legten Qkif 
d^ungen, fo erl^&tt man: 

U»*d«'^ d«'d«Vda"*"Vcto*d«« ds'ds^J ^^d$ ^ ds' 

toüäft ©(eid^nng cBenfattö intcgraBel ift^ unb giBt: 

(Sbenfo ergibt ftd^ burci^ (Stimination bon X jtoifcl^en ber erften uflb 
britten, fo tote stotfcl^en ber jiceiten nnb britten berfelbtn 
©letd^ungen: 

„/dx d'iz dz d^x\ , ^ 

Hdi*- ■^■"'sr- "^; = "^"^ "^ '''^ +^' 

(C) 

^\ds ds^ ds'ds^J — ^^ ^ + r • 

SQSenngMd^ fid^ bie ®(etc^migen (C) xAäft aUgemebi integtrimi 
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(offen ; fo la^t |id^ borou« bod^ bie folgenbc merftofitbige ©geiifd^aft 
ber gefud^ten ßurbe ableiten: 
aSBenn: 



r r 



/(/•*+r*+o' v^p+f^'+ny vcf^+r+n^ 



(2) 



bie (Sofinuö ber SBinfet finb, toeld^e gtoei ffibenen mit ben Soorbina* 
tenebencn mad^en, O (gig- 19) ber a[nfang^^)un!t, PP^ irgenb ein SBo^ 
gen ber Surt)e ift nnb pp', nii bie ^rojectionen beffelben auf bie 
ebenen (l)unb (2)finb; fo ift ber ©ector Opp' ber ICifferenj 
Pn^F^n' ber ^er^)enbifetP;r, P^n' <)ro})ortionaL — 

!Cie SBal^rl^eit biefe« ©afeeö ergibt fofort anö ber ©leid^ung (G) 
onf ®. 222, toeld^e xm fofgt gefd^rieben »erben lann: 

ciydx — xdy) + ö ixdz — a(te)+ a (%dy — yd%)=f' dx + f'dy-{-fdz. 

5)enn bebentet JA ba« ffifement J)on Ojpjp', fo ift offenbar: 

_ j c (y<fa? — xdy) + ^ U'rfz — zdx^ + a (ae^y — ydz) ) 
"^^"l ^ta* + ö'^ + cO ) 

unb: 

. P^_ f'dx + fdy + fdz 

©ubftituirt man biefe SBertl^e in bie ©leic^ung (G), fo erl^ätt man: 

3ntegrirt man, unb feftt: 

fo erl^ätt man enblid^: 

A — Opp' = li{Pn — P'n% 
lo* b. U). f. 

aBenn bie ebenen (1), (2) auf einanber fenlrec^t finb, fo ift 
bie ^rojection ber ßuröe auf bie gbene (1) offenbar eine gerabe 
Sinie, unb mithin biefe Surbe eben, toad mit f))äter ©efagtem 
übereinftimmt (©• 221). 

14^ 
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T}\t gefügte GuTDe fattn anäf imdf )tt)ei JDifferentlalgleid^m 
bcr crftcii Crhiung audgcbrüdt n)crben* — IDcnn U>eim mon 
Gbcnc (1) jur Gbcnc bcr yz nimid, fo lann bic ©Icid^ung (6) 
®, 222 offenbar auf bic gorm: 

ydz — zdy = Z<& -}- iwdy + ndz, 
ober: 

(y — n)dz — Ca + fn)dy = Zda? 

gebrad^t toerben; ober totm man bie Soorbinaten y, z k>erättbert, 
8 toieber jur inbe)>enbenten ^eränberßd^en nimmt: 

dz dy ^dx 
^^ ds ds ds 

$icrauö fotgt burd^ Diffcrcngiren: 

d^z d^y _ d^x 

^ d8^ ^ ds' ~ ^ ds* ' 

unb außerbem ^at man bic ibcntifd^c ©teid^ung; 

ds ds'* ' d« d«'^ ds ds'* 

ßtiminirt man mittetft biefer ®(eic^ungen bie ®riJ|en; 

d'^y d^z 
ds* ' ds* 

avi^ ber Oteid^ung: 

\ds*J ^\ds*J ^\ds'*J ""m2 

unb rebudrt; fo bclommt man: 

dy^ i dz 
d'*x_ i y ds^^ ds 

ds* m VV'^+y^+^'^y 
Sntegrirt man biefe ®(eid^ung unb fügt eine arbiträre ßonftonte 
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:> |b ba§ bie gefud^tc Euröe burc^ baö ©Aftern bcr Beiben ©(eid^ungen 
^< (a) unb (b) au^gebrüdt toirb. — 

r ®^e U)tr toeiter ge^en, tootten toir bie bei ben Sntegrationen ein^ 
• gefül^rten ßonftanten beftimmen, — 3" ^^ 3^^^^ tootten \\)ix beu 
- Änfang^jjunlt ber ßoorbinaten in einen ber gegebenen ^nnfte ber* 
ij (tgen, fo bd^ man ^at: 

i xq = 0, 2(0 = 0, 2o = 0, 

I unb ba beibe fünfte feft üegen; fo ift: 

daro=0, 3yo = 0, Szo = 0, 6x^=0, 3yi=0, tfzi = 0. 

5Dic außerl^atb be^ Sntegrafjeici^en« ftel^mben ® lieber geben ate^« 
bann offenbar bie ©(eid^nngen: 



I 



^^ W • * "^ <^«« • ^ir ■*" (?«« * * A~ ' 

n)clci^en genügt loirb, toenn man entoeber fe^t: 

X\ =0, Vo = 0, 
ober: 

W«« • ds '^ ds'^ • d8 '^ ds^ • (f« )i 
Vrf«"^ • "dT"*""^* ~dr'^'d^'~dr)o~ 

5)ie JBebingnngen: 

geben offenbar nad^ ben ®(eid^ungen (C): 

/• = 0, /" = 0, r=o 

unb: 

a h c 

x^ ""yT"""«?* 
2Ba^ bie anbern gactoren: 



(D) 
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f d^x dix , d^ diy , d^ dii\ 
Vd»» ' d»"^ ds* ' d$ "^ d»« • ds L' 



(^•-t-+*« ). 



anlangt, fo fielet man tdd^t ein, ba^ ed nid^t mBgUd^ tft, fle bet^ 
fd^totnbcn ju utad^cn, tpenn itpci ber 93ariationen: 

inbe<)cnbcnt Bfeibcn fetten. — Denn ba bicfe SSariottonen Bio« 
burd^ bie ®(eic^ungen: 

/dx dSx j_ du diy , ^ {ffe \ ^ 

Vd« * {f« ds* ds d$* ds U ' 

(dx^ dSx , dy_ dSy dz_ d9z \ ^ 

\ds* ds ds* ds "^ ds * ds Ji 

berfnüjjft finb, fo müfte man, um bie^ gactoren berfd^toiiiben gu 
mad^cn, o^nc il^re Slttgemeinl^eit ju Bcemträd^ttflcn, offenbar l^aben: 

rd^x\ fdx\ rd^x\ fdx\ 

K-d^l == ""' vdsl ' Vds^), = ^^ l d7 ;,' 

/d^z\ /dz\ fd'^^\ fdz\ 

Kds^h ~ ""' UVo ' \di^), ^ ""' Vdih • 

ergebt man bie brei erften unter einanbcrftel^enben biefer legten ®(ei* 
d^ungm jum Ouabrat unb abbirt, fo cr^ätt man: 

t /d^x\^ /d^y\* / d^z\^ 

»n« "^ \di^)o + Vds^Jo "*" \ds^)o ^ ""'• 

ilRuttiptictrt man bagegen biefelben @let^ungcn refp. mit: 

(dx\ fdy\ /dz\ 
KdsJo' VdsJo' \dsJo' 

Mit) abbirt bie ^xobuttej fo finbet man: 
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J)ie Im!c®eite tiefer legten ©letd^ung tft aber offenbar ibentif(i^=0, 
fo bag man bie ©leid^nng l^otte: 

- =Vo =0, 

p toetd^c unmögtid^ x% tocil m eine gegebene ®rö§c ift — !Daffe(bc 
gilt offenbar and^ oon bem gloeiten ©^ftente bcr ©leid^ungen (k); 
t» muß atfo fein: 

A', =0, ;i'o = o, 

unb fotglid^: 

f=o, r=o, r=o. 

©cfet man atfo f=sO, f = 0, f" = unb muW^jßcirt bie ®tei^ 
d^miflcn (C) ref}). mit: 

dz dy dx 
~d$' H' ds' 
f fo erl^ätt man: 

(ajf — hx) dz -{-(ex -^ az) dy + (bz — cy)dx= 0, 
Ober: 

a (ydz — zdy^ + ^ (^^^ — *^2) + ^ (^^S — y<^) = 0. 



5)iefe ©(eid^ung ift leidet gu integriren, tocnn man fe^t: 

unb gibt: 

ajlfc— bx = m (az — ex) ; (E) 

b. ]^. bie ®(eld^ung einer burd^ ben Slnfang^^junft gel^enben gbene. 
IDie gcfudf^te ßuroe ift atfo in biefem gatte eine ebene ßurbe, unb 
ba il^r Srflnraiung^l^atbmeffer conftant ift — offenbar ein Srci^. 
— j)ic ßurbc bon conft anter Krümmung, bereu Sänge gtoifc^en 
Jtoei gegebenen fünften ein äWinimum ift, ift bemnac^ ein Sreiö, 
»enn bie Sage Jeber ©renjtangente unbeftimmt ift — Slnbercrfeitö 
ift aber aud^ Itar, ba§ ber Ärei^ nid^t bie altgemeine Sluflöfung 
in bem Satte fein lann, too bie Sage ber ©renjtangcnten gegeben 
ift; benn biefe Sage lann fo befd^affen fein, bag ed nid^t mi^glid^ ift, 
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einen Ärci^ ju befd^rciben, n)el(i^er bcn gcforberten ©Aingungcn ge* 
^H^ — h ®* ^^n bie gegebenen Siangcnten nid^t in berfetben 
ßbenc liegen* — 

äBenn bie Sage ber S^angenten an ben ®teni))unlten fo gegeben 
ift, ba^ bie ©(eid^ung: 

cf+bf + af^O (F) 

ftattfinbet; fo ift bie gefnd^te Snrbe nod^ eine ebene. — Denn nmt 
tiplicirt man bie ©tcid^nngen (C) xt\p. mit: 

dz dy dx 
'di' 'ds' 'd$ 

unb abbirt bie ^robnfte; fo erl^ätt man: 
Cay-bx+f)dz+(cx—az+f)dy+(bz^cy'\'f')dx=Oj (G) 

nnb toenn ber Slnfang^^)nnft in irgenb einen ^rnitt ber burd^ bie 
©teic^nngen : 

ay — ftor + Z^rs 0, ex — a« + f':^0 

an^gebrüdten ®eraben berlegt toirb; fo ift teid^t einjnfel^cn, ba| toe* 
gen ber SRefation: 

cf+bf + ar = 0, 

f=f=f" = {) ift, unb mithin bie ©teid^ung (G) toicbcr auf bie 
frül^ere gorm: 

(ay — bx) J;2 + (ca: — a«) dy -f Q>z — cy) dxs=zO 

rebudrt toirb. — 3n biefem gälte ift alfo bfe gefud^te Surbc nod^ 
ein Srei^, — 

SBBenn bie Orenj^junlte nid^t gegeben finb, fonbem nur auf 
jtoei gegebenen gtäd^en: 

Wo = 0, Wi = 

bleiben muffen; fo finb bie (Süeber mit: 

Sxq, SyQj Szo, JoTi, dyi, dzi 
offenbar: 
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ds ds I Q \ äs ds / Q \ ds ds 

' , d'^x 

, &C* I dXi + &c,, 

tocld^c fid^ n)cgen bcr ©feid^ungen (B) auf: 

rcbudrcn, unb ba bic SSariationcn : 

8xof &c., tfaTi, &c, 
burd^ bie ©letd^ungen: 

i>erfnü|)ft finb; fo geben bie ©lieber mit biefcn SBariationen bie ®Iei* 
drangen: 

1 duo i^ dup _ 1 dup 

a dxo b dyo c dzQ 

1 dui 1 dui 1 dui 

a * dxi h* dyi c* dzi * 

S)a aber bie ©(eid^ungen: 
im SlQgemeinen gel&en: 

ayo — hXo+f^-O, cXq — a^o + /" = 0, bzo — cyo + f = 0, 

fo er^It man burd^ @ubtraction: 
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^1 ~_^o _ Vi - yp _ g| — gp 

n^oraud in 93erbtnbung mit ben obigen ©teid^ungen folgt: 

1 duo 1 dup 1 dup 

ari — a-o * dxp "" jfi — Jfo * ^yo ~ «i — »o * ^«o ' 

1 dui 1 dui 1 dui 

a?i — Xo* dxi "" yi — yo * ^yi »i -- «o * dzi 



(H) 



^ieraud fielet man: ba^ bie SSerbinbung^ßnie ber ®ren})>mifte 
auf ben ©renjpd^en fenfrec^t, unb il^re ßonge mitl^in ein ÜRini* 
mnm ift. — 

Senn bie SDtinimumdcurbe il^re ©renjpäd^en berühren mug, 
fo finb bie obigen ©d^Iüffe nid^t mel^r annjcnbbar, unb bie gcfud^te 
@urbe ift im ^IQgemeinen fein ^reid mel^r; manlonn aber audben 
außcrl^alb be« Sntegrafieid^en« ftel^enben ©liebem ein intcrcffonte« 
geometrifd^e« SEl^eorcm in Sejug auf bie 8age ber Ddfulation^ebenen 
an ben ®renjj)unften ableiten. — !I)enn nel^men »ir ber (Knfad^^cit 
»egen bie ©renj^junfte aU gegeben an, fo lautet bie Aufgabe: 
//3^if^cn X^rt fünften, ioobon jeber auf einer befonbcrcn gläd^c liegt, 
eine Surbe ijon conft an t er Krümmung ju jiel^en, »eld^e bicfe glS^ 
d^en in il^ren Snbj^unften berül^rt, unb bereu Sänge ein fOlinu 
mum ift." — 

!Da bie ©renjj)unfte feft liegen, fo ift toieber: 
8xo=0, Jyo=0, dzo=0, dxi — 0, *yi=0, iz^tzzO, 

unb bie au^erl^atb be« ^ü(i)tn^ j ftel^enben ©lieber geben loicber 
bie ©leid^ungen: 

, f^ ddx d^ dSy^.dH ddz\ _^ 
^^W^* d8 +d««- d8 '^ds^' dsJo" ' 

(D) 

, /<Pa? ddx d'iy ddy .d^ d8z\ _^ 

^' W' ds ^d^'IT'^da^' di),—^* 

Da aber bie S^angenten ber Surbe in il^ren Snb|)unften nad^ ber 
aSorau^fe^ung in ben ©erü^rung^ebenen ber ©renjfläd^en üegcn, fo 
l^at man bie ©(eid^ungen: 
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dxo \d8 /o dya KdaJo dzo \d8 Jq ' 

dui (dx\ , dui (dy\ dui f dz\ .. 

dXi \ds)i dyi KdsJi dzi \d8 Ji ' 

tt>orau6 M(Sft erl^cüet, ba§ bie SSoriationcn : 

fddx\ f dSy \ / ddz \ 
\ da Jo' V da A' V cfo A 

burd^ bie ©(eid^ungen: 

dup fddx\ ^ dup fd8y\ , dUp / dSz\ ^ 

dxp \ ds Jp'^ dyp \ ds /q """ dzp \ ds /o~~ ' 

KdaJpK ds )p\ds )p\ ds JpKdsJpK ds )p 

öerfnfipft pnb. — SBenn man mittelft biefcr ©leid^ungen jtoei ber 
SSoriatiotten: 

(dSx\ (dSy\ / dSz\ 
\ ds )p' \ ds )p' \ ds )p 

0«^ ber ctften ber ©Icid^ungen (D) elhninirt, fo crl^ält man: 

(dx d^y dy^ d'^x \ dup » fdz d'^x ^dx^ dH\ dup 
ds * ds^ ds ' ds'^ )p dzp \ds * ds^ ds * ds-Jpdyp 

. fdy dH ^ dz dry\ dup ^ 

\ds * ds'^ ds * ds^Jp dxp ' 

unb eine äl^nfid^e ©leid^ung finbet offenbar aud^ für ben anbern ßnb^ 
|)unlt ber gefnd^ten ßnrbe ftatt. — hieran« fd^fie^en h)ir: bafe, toenn 
bie ßurbe ben Sebingungen ber Slufgabe gemäg befd^rieben ift, bie 
O«fulation«ebene an jiebem (Snbe berf elben auf ben ©rcnjfläd^en n o r=» 
matift*) - 



*) 2)cn ©Ictd^ungcn (D) toirb au^ butd^ A'o = 0, A', = genügt ; allein 
l&ei biefer ^(nnal^me toitb bie gefuc^^te Surioe, tote xoxx gefeiten l^ai^en, ein 
Ärei«, unb man fommt foJglici^ auf ein unmögUc^^c« SÄefuUat. — 3Jn ber 
Xl^at ^5tte man in biefcr ^crauöfefeung mit einem gegebenen ^albmeffet einen 
Ärci« jtt bcfci^reibcn, toeld^er bur^ a»ei gegebene 9)ttn!te gcl^t, unb 3»ei gege* 
bene (Ebenen berill^vt! — 

15 
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3um (Schlug kvcKett toir ncäf benterfen: ba§ bte für ben gaU, 
tt>o bic Vage bcr Wrcujtanjcntcn unbcftimmt ift, gcfmibenc äup^ 
fang beim erften 91nb(id eine äludnal^mc Don bcr aQgetneinen JE^^ 
rie (3. 140) ju bitbeu f(t)etnt; beim mdf biefer Z^eorie fSnnte man 
anne^nteu, bag bic 91uf(i>fung utibeftimmte Sonftanteit entl^atten 
mug, )Dct( bic C^Hetcl()uugcu, n>e(c^e burc^ bte auger l^a(b bed Ontegrol« 
jcid^cnd ftcl;cnbcu ölicber geliefert »erben, burc^: 

erfüllt iDcrben. — ^iefe 3lu«na]^me ift jebod^ nur fd^ ein Bar, unb 
l^at if;ren (Srunb barin: baß t>cmiöge bcr befonbcm 8lrt, toieA' in 
ben ®Ieid?ungen (C) tjorfonimt, jebe ber (Sleid^ungcn : 

in ber Xf)at bic (SteUe bon brei ©(eid^ungen vertritt, toa^ am beut« 
tid^ften er^eUet, n^enn man bie ©(cic^ungen (C) jum Ouabrat ergebt 
unb abbirt. — I)enn auf biefe aBeife erhält man, toie leidet ju fc^cn: 

SBcnn alfo V für irgcnb ein SBcrtl^ef Aftern bon x, y, z berfd^U>in« 
bct; fo mug biefe« ©Aftern offenbar ben brei ©tcid^ungcn: 

ay-^bx+f=0, cx—az+f'-^O, bz—cy+f'=0 

genügen. — 
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Mnftt^ StapiUl 

Htbtt mtlfadft btfiitamtt JntegtaU im :%U0eineintn* 

90. I)ie ©d^toiertgleiten, toüdft [\df Bei Slntoenbung ber ^axia^ 
tioti^rcd^nung auf Probleme batbieten, toobei tjielfad^e beftinmttc 
antcgrde i)orfoimnen, entfj^ringen l^au^tfäd^Ud^ barau« : bafbie ®ren* 
jcn, toeld^c bei bielfad^en Sittegrafen angeioanbt toerben muffen, in 
bcr Siegel bon ganj anbetet Sefd^affenl^eit finb, afö bic bei einfa* 
üftn 3ntegtalen. — S3ei aütn bi^l^et bettad^teten Qntegtaten toat bic 
bcfottbete SSefd^affenl^eit bet ©tenjen auf ben ^toceß bet Qntegtation 
felbft bon leinem ©nflug, toeil bie Sntegtation afö fd^on bottjogen 
gebadet toutbc, el^e bie ©tenjen in Settad^t famen. — ®o l^aben 
toit j. SB. gefeiten: ba| bei bet Seftimmung bet SSatiation eine« 
etnfad^en 3ntegtale^ bie bon bet S5atiation bet ®tenjen l^ettül^* 
rcnben ©Bebet bon bem 3ntegtalieid^en ganj ftei fmb — unb be«^ 
l^alb toie getoöl^nßd^e algebtaifd^c (Stößen bel^anbeft toetben fönnen. 
— 59ei bielfad^en 3ntegtalen betl^ält fid^ bie ©ad^e jebod^ anbet«, 
inbem l^iet jebe bet fucceffiben 3ntegtationen atö in fid^ böttig be* 
ftimmt botau^gefefet h)itb, b. 1^. e« toitb babei botau^gefe^t: baßnad^ 
iebct 3ntegtation, el^e ju bet folgenben gefd^titten h)itb, bie 35etän* 
betlid^e, nad^ toeld^et integtitt toutbe, jtoifd^en getoiffen beftimmten 
©teujen genommen toitb, toetd^e im Slügemeinen Functionen bet 
flbtigcn 3Setänbetßd^en finb. — Dffenbat ift bie SSefd^affenl^eit bet bei 
jebet 3ntegtation angeioanbten ©tenjen auf bie folgenbe Sntegtation 
Don ©nfluß, loeil bie gotm bet Function untct bcm folgenben 3nte* 
gtaljeid^en babon abl^ängt. — g« ift be^l^alb ju ettoatten, unb aud^ 
toitflid^ bet gatt: ba§ bei bet SSatiation eine^ bielfad^en Sntegtale« 
bie bon bet Variation bet ©tenjen l^ettül^tenben ©liebet nid^t bon 
bcm ^üä)m J" ftei finb, toobutc^ befonbete ©d^ioietigleiten bei bet 
Söfung bet aufgäbe entftel^en. — 
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91. Ta eine Kare Giiiftd^t in ba9 SBefen unb bie JBebeithnig 
eined t>ie(fad^en 3ntegra(ed für bie 3^^^ ^^ Sariotion^re^nung 
burd^anö not^toenbig ift, fo motten von bie burc^ ein fold^ed Snlegrol 
an^aebrnrften i3erfd()iebenen Dj^erationen nfil^er erörtern — unb jtoor 
erftenö in ber atlgenieinften ©ebeutung, unb bann itoeitene 
in bcm nicljr befd^ränften <Sinne, in »etc^em ein feiere« Sntcgrol 
in bor l^iriation^redönung borfommt — 

^iTcr SJcftimmtl^eit unb ftlarljeit »egen »oUen toir ba« brci* 
fad^e Ontcgrat: 



. Vdxdyd: 

^0 Jyo J *o 



betrachten, iDorin Feine Function Don x, y, z ift. — DaffelBe brfidt 
folgenbe Cperationen aud: 1) bie befttmmte Integration na^ %f 
ioo6ei bie (Srenjen geioiffe Functionen bon x unb y pnb; — 2) 
bie beftimmte Integration nad^ y, inbcm bie ©renjcn gctoifTc gunc^ 
tioncn Don x finb, — unb 3) bie beftimmte Integration nadj x, 
100 bie ®rcnjen geioiffe Gon [tauten finb. — SEBenn bicfe ^Junctioncn 
unb (Souftauten unabhängig Don einanber finb, fo koirb bad dnte« 
grat in feiner allgenteinften ©ebeutung genommen; attein inbicfcm 
attgemeinftcn Sinne l^aben ioir l^icr ein fold^e« 3ntegrat nid^t ju un^ 
terfud^en, tocil bei atten Sluf gaben, ioorauf bie äJariation^red^uung 
in il;rem gegenwärtigen 3"ft*itt^c angen)anbt ioirb, fold^c Sntegralc 
nicl;t Dorfommen* — 

92. 33Bir ioerbcn bal^cr baö Diclfad^e 3ntegral l^ier in bem 
mcl;r befd^ränften ©inne bctrad;tcn, in ioeld^em e« bei ben aufgaben 
bcr aJariationörec^nung, unb ü6cr^au})t bei ben meiften aufgaben 
oortommt — nänilic^ ioo bie (Srcuien atö fo beftimmt Dorau^gefefet 
ioerbcn: bag ba^ ©nbrcfuttat bie Orcnje ber ©umme ber 6(e* 
mente Vdxdydz für alte 3Bertl^ef^fteme Don x, y, z au^^ 
brüdft, für ioeld^e eine gegebene Function qp (x, y, z) ba« 
3eic^en nic^t änbcrt, b. 1^. für loeld^e; 

q>(x, y, z)>0 ober < 

ift.*) - 2Bir ^abcn atfo junäc^ft ju fe^en, toie bie« t^unlid^ ift. 

*) 2)er Satt } loci er ^rcnjfmtcttoncn ifl (cic^t auf ben obigen ^urüctjU' 
filieren, toie man \pättx fe^cn tvtrb. — 
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S&amttäx^ brä(!t ein beftttmnte« 3ntegta( wie: 



X 



»I 
Vdz 



bte ©renje ber @umnte ber Elemente Vdz für aQe itoi^^m zo unb 
% ßegenbe Si^ertl^e t>on s aud. — äBenn alfo bad dntcgral biefe ®mnme 
ffir oQe SBertl^e bon z au^brüden fcQ, n^elc^e mit einer geU)iffen SSor^ 
ou^fe^ung berträglid^ finb; fo ift tiax, bag man afö dntegrationd:' 
grcngcn bie ängerften SBertl^e bon z nel^men mn%, »etd^e mit 
biefer SSoran^fe^ung beftel^en lönnen. — !Ca nnn gunctlonen über^* 
ffaWft \i)X ^tiä)tn nur önbem, toenn fie burd^ SluII, ober burd^ 
ba6 Unenblic^e gelten; fo leud^tet ein, ba§ man biefe außerften 
SBertl^e bon 2, »eld^ebie ®renjen ber 3ntegration nad^xfinb, finbet, 
»enn man (p (x, y^ z) = 0, ober qp (ar, y, 2) = ao fefet ~ ÜDiefe 
(e^e älnnal^me ü^ergel^en u>ir, koeU fie fetten in ber ^rajrid borfommt 
— unb e« feien zo, «i bie SBertl^e bon z, totidft bie ©leid^ung: 

att bie 3ntegration«grenjen für z gibt, unb im äügemeinen gunc* 
tionen bon x unb y fmb**) S« fei: 



•) ©cnn bie für * aufgclöflc ©Ictci^ung fix, y, «) = mcl^r aU gtt)ci 

Serü^e: 

2', a", .... 2(») 

gibt, unb 7 bei iebem betfelben t>a9 3^4^n Snbert; fo l^at man, toenn « 
9 er ab e ifl, offenbar: 

n>o aUbann jebed biefer 3ntegra(e toie: 

'»1 



r 



yt/2 

So 

im ^^cjrte ju bel^anbeln ijl. — 

SBenn « un gerate ifl, fo ifl ba« (e^te 3ntegra( ber t>orljferge]Sfenben^etl^e: 

CD 

Vdz. 



X 



zin) 

gernet ijl einteuci^tenb, baß jeber SBertl^ bon «, loclci^er ber ©letc^ung: 

qp (^^ 2/. 2) =^ 
genügt; aber bei n^el^em ^>(x»y»*) bad 3^i(^^n nici^t änbert, unberüdft^ttgt 
bleiben muß. — 
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unb xoxx n^oUen bie mit ben iSdebingungen ber Slufgabe loectr&gfid^ 
Skrt^ ieber 93cr5nber(icl^en mögtid^e Skrtl^e neimeiu — Z>a ^r, | 
bei ber Integration nac^ s atö conftant ongefel^ koerben, fo bc» 
beutet Vi offenbar bie ©renge ber ®unmte ber demente Vdz fb 
aUe bie mSgtid^en SBertl^e \>m z bei beftimmten Skrtl^en Don x 
unb jf. SBirb biefe ®rdgc nun mit <fy mufti))Itcirt unb jkDtfd^ ben 
äugerften Sert^cn bon y integrirt; fo ift bad SRefuItot: 



/. 



y« 



avA bcmfclbcn ©runbe bie ®renje ber ©umme ber (Elemente V^d^ 
für ade bie mdglid^en SBert^e bon y, n^etd^e einem gegeböten 
SBert^c t)on x entfjjred^en — unb folgtid^ bie ®renjc ber ©umme 
ber Glemente Vdydz für atte bie möglichen SBertl^cf^fteme bon y, z 
bei einem gegebenen SBcrtl^c i)on x. 

!Dic öuferften, b. l^, bie größten unb Iteinften SBertl^c 
))on y bei einem gegebenen SQSertl^e bon x koerben offenbar gefunben, 
n^enn man bie ©(eid^ung: 

9(ar, y, 2) = 

in ber SSorau^fefeung eine« conftanten x bifferenjiirt, unb cf y = 
fegt — ®o ergibt fid^: 



ob« loett dy=0 ift : 



^^ = 0. 

dz 



ÜDie ©renjen für y ergeben fid^ atfo burd^ gtimination bon z 
jtoifd^en ben ©feid^ungen: 

^ dz 

!Da« SRefuttat biefer gümination fei: 
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fo ergibt pd^ burc^ ganj ä^nfid^ ©d^Iüffc, bag btc ®renjh>ertl^c i)on 
X bvtxdf (SQmmation t>on y smifc^en ben ©leic^ungen: 

».=0, *.=o 

f gcfimbcn tocrbcn. — SDa aber g)i (jt, y) = ba« »cfuftat ber <gß^ 
■^ nrtaotion öon « jtotfd^en tp (ar, y, z) = unb einer onbem ®tei* 
^tmg ift, fo 1^ man: 



ober to>egen: 



cUpi d£^dq> dz ^ 

^9 ~~ dy'^'dz' dy """ ' 

dz ^ dy 



^te ©renjkoert]^ bon x ergeben [ic^ bemnac^ burc^ (Slimtnation bon 
y unb 2 i^ifd^en ben brei ©(eid^ungen : 

^"-"^^ 1^-^' 57-"^- 

SSHan ^ot alfo folgenbe ^eget: 

1. ©ei ber erften 3ntegration nad^ 2 ergeben ftd^ bie ®renj* 
loertl^ bon z oxi^ ber ©teid^ung: 

^>^Xyy» x)=o. 

2. Sei ber barauf fotgenben Integration nad^ y erl^fift man bie 
®ren})oer^e bon y aud ben ©(eid^ungen: 

»=o, g=.o 

bnrd^ ßtimination bon z. — 

3« ©ei ber legten Integration nad^ x erl^&ft man enbßd^ bie 

©renjtoertl^e bon x bnrd^ @(imination bon y unb z jmifd^en ben 
©(eid^nngen: 

'=»• ^=». !=«■ 

93. i@eif))tet 1. SDtan foO ben äSJert^ be« auf alle äßett^e« 
fl^fteme »on x, y, t, toeld^e bie Function: 
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#pt m3 2* 



negatit) mad^en, crftrctftcn 3ntcgratc«: 

finben. 

1. 3ntegrirt man juerft nad^ z jtoifc^en ben ©renjen: 



fo finbet man: , 

2. dntegrirt man l^ieräuf nad^ y, inbem man fe^; 

fo ergibt ftd^ ba^ unbcftimmte 3ntegrat: 









!!>ie ©renjtoertl^e t^on ^ ergeben fid^ nad^ bem Obigen burd^ (Sinttnoäon 
»on z jtotfd^en ben ©Iddbungen tp {x, y, z) = 0, ^^^ ^^ =0, 
b. ^. jtoifd^en 



a 



6« 



unb finb mitl^in: 



fotgüd^ tft: 
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3. S)iefer lefete Slu«brud ift enbfid^ nod^ mäf x ju integritöi, 
inbem fid^ btc ©renjen bon x burd^ @iUnmation bon y unb z au6 
ben ©(ctci^ungen: 

»=»' ^=»' |=» 

Dbcr: 

ergeben, tooburc^ man erl^ätt a:= + a; folgßd^: 

u = -TT- ♦ ooc. 
Seift)tel 2. SWan fott ben SBert^ be« 3ntegrale^: 

finbcn, »enti 9(0:, y, 2) biefelbe gorm toie Dorl^in ^ot. 
^kx ift lieber: 

t. = 2c JJu'^ + y^) ^( l -?J - y^ dxdy, 
unb iDenn man iDteber \t%i: 

[0 erl^ätt man: 

j x' + 6* (" l - ^") sin^Ö j 6( 1 - 1^) cos'ÖdÖ, 

xxix> ba bie ©renitoertl^e bon offenbar + ^ fi^^ ♦ 

16* 
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olfo enbtid^: 

94. SBir l^abenim Sorl^ergel^enben ba9 bretfad^e 3ntegra(aud 
einem rein anaO^fifc^en ®efic^td))un!te Betrachtet, tl^eild um ha% 
©efagte (eic^t auf beliebig Dtctfad^e 3ntegra(e au^bd^nen }u {Bmten; 
unb t^eitö um bie SOteinung ju befeitigen, bag geometrtfd^e 9etrad^< 
tungcn l^ierbei burd^au« not^menbig feien. — ®iüdfts>offi frab 
fotd^e geometrifd^e öctrad^tungen fel^r baju geeignet, bem Sbifängcr 
bie Unterfud^ung itotU unb breifad^er beftimmtcr integrale ju er* 
leid^tern. SBenn j. 2). 9 {x, y, 2) = bie ©leic^ung einer Oberflad^ 
ift, JDetd^e einen enblic^en ^ixptx umf erliegt; fo brüdtt Vi bie ©renjc 
ber Summe ber gtemente Vdz für alle fünfte be« Ä8r^)er« au«, 
tpeld^e jmifd^en bicr (Sbenen liegen, u>ot>on imi in ben älbftänben y 
unb y 4- <^y ju ber ßbene ber xz unb jioei in ben SIbftänben x unb 
or + ^i: ju ber ßbene ber yz paxaM flnb* — gemer brüdtt V2 bie 
©renje ber ®umme ber Slemente Vdxdy für alte fünfte bc« &ix^ 
pM au« , toetd^e jtoif d^en ben in ben (Sntf emungen x m(o x-\-dx 
JU ber gbene ber yr paxaMtn ©benen liegen j unb enbßc^ brüdft V^ 
ober ijjvdxdydz bie ®renjc ber Summe ber (Stemente Vdxdydz 
für alle ^unlte be« Sörj^er« au«. — ®o brüdft g. ©. ba« 3titegrat: 






dxdydz 



ben Snl^aft eine« ^ri«ma« au«, toeld^e« t)araüet ju ber Sljc ber 2 
eine enbfid^c fiänge l^at, unb beffen beibe anbem J)imenftonen un* 
enbüd^ Hein finb. I)a« 3ntegral: 






«1 

dxdydz 



bagegen brüdft ein SUrj^erftüdE au«, tt)Obon jtoei !Dimenfionen enbtid^ 
unb bie britte unenblid^ Hein ift — unb enbüd^ brüdft ba« 3nte* 
gral: 



r*i rvi r«i 

J Jvo J fo 



dxdydz 



ben Qn^ait be« gonjen 8ör^)et« aud. — 
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enbßd^ ift cinlcud;tcnb : ba| bei ber Srmittdung bc^ SBertl^c« 
Dielfad^er beftimmtcr integrale bie SReil^enfoIge ber einjelnen 3ntegra* 
tionen gteid^güftig ift; bcnn ba« ßnbrefuftot ift ftet« baffetbe, nämtid^ 
Die ©renje ber ©iitnme ber Stemente vdxdydz für aüe SBertl^e bon 

», y, z, toeld^e mit ber Sebingimg q> (x, y, 2) ^ bertrSgtid^ ftnb. 

— ÜDie« finbet nid^t bei allen beftionnten integralen ftatt, ift aber 
notl^ttjenbig, toenn bie SRegeln ber SSariation^red^nung barauf an* 
tocnbbar fein fotlen* — 

Uthtt tKit ))fttaufd)un0 ttv inUjftnttnitn tittmUtlxdftn in 

mtlfaditn JntegraUn übnrl)aupt. 

95* (!)♦ SBenn in einem bot)t)etten Qntegrate bie inbe^jen^ 

benten SSeränbertid^en ar, y in x', y umgefefet toerben f ollen, nnb 
^ ift: 

dx = Pdx' + Qdy 

dy = P'dx'+Q'dy'] 

\c ift bie ®r8§e, toeld^e für dxdy gefegt toerben mug, befanntlid^ 
folgenbe : 

(PQ' ^ P'Q)dx'dy\ 

SBenn ferner in einem breifad^en integrale für bie unabl^än«» 
jigen SSeränberlid^en x, y, z brei nene x', y\ z eingefül^rt toerben 
|oöen, nnb e« ift: 

dx = Pdx' + Qdy + Rdz, 
dy =P'dx' + ddy + E'dz, 
dz =P"dx'+ Ci'dy + B"di ; 

fo mnß befanntlid^ für dxdydz bie ®r8§e: 

{P((?'i?"- Q"l?') + P'dCÜ'R—QR") +P'\aR' — Q'R:) \ dx'dydil 

fubftituirt ttjerben* — 

Sittgemein, toenn in einem nfad^en integrale für bie n inbc«» 
penbenten SSeränbertid^en a^i, x^, ♦ * . ar„ eben fo biete anbere inbc*^ 
penbentc 35eränbertid^e x\, x'2, ♦.. x'n eingeführt tperben foöen, nnb 
e« ift: 
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dxi = Xi dx\ + X^dx'. + &c. 4- X» dx' „, 
dX2 = X'idx'i + X!<idx\ "4- &c. 

fo ift bic für: 

dxidx%dx^ • • • • dar» 

ju fubftituirenbc ®rB§c befannttid^: 

njo J? bic Wcfuttantc (SDetcrminantc) wx^ bcn n ©rSgcn: 

^1^ uXo • • • • ^n 

ift. 

(2). S33tr njoöen nun bcn gall 6ctrad^ten, too bic Scrtaufc^ung 
bcr inbcj)cubcntcn 35cränbcrßd^cn crft nad^ SScrrid^tung bcr crften 
Sntcgration gcfd^cl^en foü. — (5« feien: 

bic brci bo|)j)cttcn integrale, iDctd^e burd^ bcftimmte Sntegration 
au« bcn breifad^en integralen: 

^^l%äxdyäz, jjji^äxdydz, jff^£-da:ä!,äz, 

erl^aüen ftnb, für toefd^c bic ®renjen burd^ bic ©leid^ung: 

qp (ar, y, «) = 

beftimntt »erben, unb man fofl biefc 3ntcgrate burd^ SScrtaufd^ung 
ber inbej)cnbentcn SSeränberüc^cn in brei anbere Sntcgrafe uinfc^en, 
tDorin biefc SSeränbcrtid^en biefelben finb* — 

ÜDa g?, el^e e« für x = xo t?erf^tt)mbet, einen po\xtit)tn, unb 
el^c c« für:r = ari t)erf^tt)mbct, einen ncgatit)en aSJcrtl^ l^at; fo ift 



•«'0 

'dq)' 



^ für jr = aro offenbar negatii), unb ßx x = x^ po\itit>. — 



SBcnn alfo V/(^) ♦^«Jfitii) genommen toirb, fo ffat man: 
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''^'ymj; '"'wmr 

SS(iPrPo)dydz=.\ \l -^^ I dgdz+\\l -..^^ 1 dydz. 




^m)L 




ÜDiefc bcibcn Ontegrale laffcn fid^ aber offenbar in ein« jufammen* 
faffen, nomßd^: 




dx 



öorau^gefetjt, bag biefeö fcfetc 3ntcgra( nnr auf fotd^e SBcrt^cfljfteme 
öon X, y, z au^gebel^nt toirb, toelc^e ber (Sleid^ung: 

q> (ir, y, t) = 

genfigen. — SBtr l^aben atfo junäd^ft ber ®Icid^ung: 

—~-,~ dydz, 
VKd^) 

unb eBenfo: 

ff *^ 
Um biefe 3ntegrate fo ju tran^fomtircn, ba§ fie atte brei biefelben 
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jtoei SScränbertid^cn x, y enthalten, lann man enttocbcr jti>cl neue 
33eränberüd^c antoenben, ober bie bcibcn crftcn antegratc inflj|cn 
auf X unb y rcburirt werben, toa^ f}m gcfd^cl^cn foll. — 
©cfefet, e« foUte ba« Oiitcgral: 

in ein anbete« bon ber gorm: 

jjMdxdy 

tran«fcrmirt tt)erben; fo ift bto« ar für 2 einjufü^rcn* — Da mm 
bei ber Integration mä) z in: 

dq) 





P 



dydz 



imb bei ber nad^ x in: 

JfMdydx 

bie ®rö6c y atö conftant bel^anbett toirb; fo l^at man offenbar bie 
©leid^ung : 

toorau« erl^ettet, bafe bie abfofuten ©ertl^e bon -^dx unb -^dz 

einanber gteid^ finb. — SBeil aber bei ber bcftimmtcn Integration 
bie 3ncremeute dx, dz immer a(« |)ofitib gebadet toerben, fo ift 
einleud^tenb, baß bie für dz ju fubftituirenbe ©röße folgenbe ift: 



vm) 



vm 



dx. 



SWan l^at alfo enbfld^: 




dx v v dx 

dydz == 1 1 — T.i'lT' ^^^y^ 



vm' mm 
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> ebenfo: 



rr R^ rr sp 



(B) 



^: 



ebe fid^ burd^ !E)tff ercn jiren : 

(fr =zpdx + y^y^ 
ift: 

(fqp (f g) (f g) d(p 

[> »emt man btcfe SBertl^e in bie ©feid^ungcn (B) fubftituirt; fo 
Det man: 

V {-dy^j JJ V [rdz^J (C) 

lUi— J?oM"a:<fy=: • ♦ • / \ — / ^ 2\ ^x^y* 





V{%) 



^mmetrifd^e Slu^brüde, tocld^e jutoeifen nüftlid^ finb^ ergeben fid^ 
^ ben ©(eid^ungen (A), toenn man fefet: 

<fo» = di'^ffy« + cfia(f2« + dy^dz^, 



240 
«nb man fielet (cic^t ein, bafe blefc ©(eid^ungcn auf bie Sorm: 

gcbrad^t toerbcn föuncn, too: 



^ 



(D) 






tft - 

Diefe gormdn ergeben fic^ anäf kiäft gcometrifd^* — Denn 
toenn : 

bie ®(eic^ung einer frmnnten gläd^e , ds üfx gtäd^cnelcment unb c, 
ßj y bie SSäinfet barfteUcn, meldte bie 9?onna(e mit ben Soorbinoten^ 
ajen mac^t; fo ift flar: baß man iunerl^atb ber ganjen Sludbcl^nung 
be^ 3ntegrale^ SS^i^il^^ W* 

dydz = cos ads , 

unb in ter 5lu^be]^nung be^ integrale« JJ-Po<%<^s bagegen: 

dydz = — cos a dg ; 
f olgßd^ : 

SSiPi ^Po)dydz = JJPcosa(f5, 

unb ebenfo: 

IT (Qi - Qa^dxdz =JjQcos^*, 

JJ(i2i -Ro)dzdy=zjjRcoBydg, 

toeld^e brei legten gormetn offenbar mit (D) ibentifd^ [inb, tocit: 

d(p 
dx 



cosa = 



2\' 



cosjS = &c» 
cosy = &c. 

ift, ipo bie 333urjetgröge ^)ofitiJ) genommen »erben m\x^. — 
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96^ & tft bei aufgaben, toorin t>ielfad^e antegrale fn «etrad^t 
lomnten, oft notl^toenbig, bie ©rcnjen fo ju beftiuimen, ba§ ba« 9it^ 
fuftat bie ©renje ber ©mnme ber Stemente: 

Vdxdydz ♦ ♦ • 

für aöe SBertl^efi^fteme ber Snbepenbenten auöbrüdft, für todd^e jtoei 
gegebene Functionen: 

entgegen gefegte 3^^^^" bcfonnnen. — !J)iefergaü läßt ftd^ jebodf^ 
burd^ eine ganj einfädle Setrac^lung auf ben frül^eren Satt gurüd* 
fül^ren. — ©efefet, ba« gegebene 3ntegral fott auf atte SBertl^ef^fteme 
loon X, y, z, ♦♦• erftredft toerben, toetc^e ben ©ebingungen: 

genügen, toobet im 5lttgemeinen boraudgefefet toirb, bag jebe« SBertl^e:« 
f Aftern, toeld^e« ber ©ebingung: 

q>ix, y, 2, .•.)>0 

genügt, aud^ ber ^ebingung: 

i>ix, y, 2,..0>0 

©enüge leiftet — unb ebenfo in ©egug auf bie ©ebingungen: 

unb: 

(p(x,y,z,..O<0] 

fo ift offenbar: 
SJj.,. Vdxdydz... =^(jjj... Vdxdydz...) — USS*** Vdxdydz...], 

tt)o ba« Sntegral gtoifd^en ( ) auf atte SBertl^ef^fteme bon x,y,z,... 
au^gebel^nt toerben muß, ioeld^e q? negatib mad^en, unb ba« 3ntegral 
jtoifc^en [ ] auf atte SKertl^ef^fteme, toeld^e ijf negatii) mad^en, — 
Da« gegebene 3ntegral ift alfo auf gtoei anbere rebucirt, toobonjebe« 
xtaäf ben 3Sorfd^riften be« frühem gatte« bel^anbeft toerben lann. — 
Sud^ ber je^ige gatt lann geometrifd^ erläutert »erben, toenn ba« 
gegebene Sntegral ein jtoei^ ober breifad^e« ift. 3n bem ^aUt 
einer ©rengfunction muß bad 3ntegra(: 

16 
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tpic )Dir gcfc^cn fiahcn, tnxdf bcn ganjcn, Don ber Sttrt>e, ober 8Ui<^: 

cinge]c(;(o))cncn ^aum crftrcdt tDerben, tpa^renb in ban gegenkDortigai 
$aüc bicfcr ""iiawm bot jiDifc^cn ben bctben Surben, ober ^aäfta: 

(iegcnbc ift — unb bte iöcbiitgung: ba§ jebe^ SBertl^efi^ftem, tocl(^ 
bcn iöcbingunflcn: 

9) > ober ^ < 

genügt, cindf bcn corrcf|3onbtrenbcn Sebingungen: 

i}>0 ober 9) < 

Ocnügc (ciftet, befielet, geometrifd^ an^gebrüdt, barin: boj bic 
(Surbc, ober Städte: 

bon ber (Surbe, ober gtäd^e: 

9)=:0 

ganj umfd^Ioffen totrb- — 

97. $Da^ borl^in in ©ejug auf ein breifad^e^ Sntegrat ®t^ 
fagte (ägt fid^ ol^ne ® d^loierigf eit auf ein beliebig bielfad^^e« 3ntegral 
anioenben. — 3" ^^^ ä^jede brandet man nur für bie bot)t)eßen 
integrale : 

SJCP, - Po) dydz, JJ(Qi — Qo)dxdz, &c. 

bie bielfad^en Sntegrale: 

SSS^^'C^i—Po)<^ydzdt... 

unb: 

da'^ = dx'^dy'^'dt'i . . . + dx^-dz^df^ , . . -f- dy'^dz^-dt^ . . • + dx^dy^d%'^ . . . 

ju feften» — 
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Die tJormeln (C) unb (D) iperben leidet bem ^aUt eine« bop^ 
^)ctten 3ntegra(e^ angepaßt, ü>cnn man y entfernt unb y für z in 
ba6 JRejuItat fe^t. Sitebann ii?erbcn bic beiben erften ber (Slcid;unflen 
CC) unb (D) offenbar: 

r ^± r p^^. 

-} VW) V{-£-^+^) 

(E) 

tt)o ber SBertB bon -^ burd^ IDifferentiation ber (äteid^ung : 

unb: 

ds ^ y idx'' + dy'^:) 

erl^aücn toirb. — 
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Variationen tftt funrtionen von jtoei nnl mt^t ]tnabl)Sngi{ai 

beräntierlidien. 

9[ufga6e L 

98. SBenn u eine unbcftimmte Function i)on beliebig t>ielenin^ 
bepenten Seränberßd^en x, y, z, ... ift, He S^otafbarition be«!Dif* 
ferentiolquotienten: 

dx^dy* dz^ ... 

ju finben. — 

SlufL !JDiefe ®ri5§e fanu fid^ offenbar nnt auf gtoci ber* 
fd^iebene ^Seifen änbern; nämtid^: I) in golge bon fficrtl^^* 
änberungcn ber jnbe))enbenten 3SeränberUd^en x, y, z, ... unb 2) in 
gofge einer gormänberung ber Function u. — !J)ie ben unenbßd^ 
Keinen SSertl^^änberungen dx, dy, dz, ,,. ber inbel>enbentcn SSer^» 
änberfid^en x, y, z, . . . entf^red^enben Slenbentngen be« gegebenen 
SDifferentiafquotienten finb offenbar: 

■ fing 

dx^^^dy^dzP... ^ 
dx-^dy^'d^ ... ^'^' *^* 

S)a femer bad ®^mboI: 

/IVI'I II I j)-^ftc* 



dx'^dy'^dzJ^... 
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bcr ©cbinflung: 

genügt, fo ifüt man md) ^Kr* 5 für bie t>on ber gormänberung 
bon u aüein l^errül^renbe 5lenberung be^ gegebenen 2)iffercntia(quo^ 
tientcn : 

cLxrdt/^dz^ ...'^ d3rdy''dz^ ...' 

unb folgfid^ nad^ S?r* 6 für bie gefudj^te S^otalbariation: 

CA) 

"* dx^dji*dfsf^... * 

aufgäbe IL 
99* 2)ie JCotalbariation be« Slu^brudee: 

/ e/u (fu (fu d'^u d'^u \ 

ju finben, toenn f eine beftimmte gunction ber eingeltammerten 
©rdßen bebeutet, x, j/j z, . . . beliebig biete inbepenbente SSerän* 
berüd^e ftnb unb u eine unbeftimmte Function berfelben ift — 
äufL SBenn toir ber Sürje toegen 



^^»fH-n+;rHtc ^ 



rf. 





da/^dy" d^ ... 


burd^: 






F,",",'... 


tmb; 




/ 


dF dF dV dV 




dx' dy' dz'"' du 



teft)* burd^: 

beteid^nen; fo l^aben tok: 
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dV = Xdx 4- Ydy + Zdz + &c. + Udu 

S)c!cmmt mm x bcn mienbßd^ Keinen 3uU)a(i^^ dx^ inbem bie üfoi« 
gen 3nbc)>enbcnten y, Z; ... [otool^I, a(d bie gorm ber f^nctton « 
ungcanbert bleiben ; f o if t bie cntfpred^enbe 8(enberung bon V offenbar: 

tt>a9 ber Surje liegen \>vcc6)x 

bejeidf^net h)erben foU. — 

@6enfo ift^ ivenn y bad unenbßd^ Keine Sncrement cfy befomtnt, 
bie entf))recl^enbe unenbKd^ Keine Slenbernng bon Vi 

n. f. f. für bie übrigen 3nbel>enbenten. — 

Slcnbert fid^ enbfid^ bie gorm ber Smtctlon u, toal^renb ttHe« 
Uebrige conftant bleibt; fo l^ot man nad^ (5) in 5Rr. 7, ba Veme be* 

fttmmtc Function bon a:, y, Z;.*.u^ T"'*** *^^' offenbar: 



du , .,r . rf«* I TT ;r ^" a_ 17 A ^** 



^F=TO«+F.*.S+:y,«.^ + v.*.^ + F,.*.,., 



©efet man l^terin für: 

^ du ^ du n 

i^re Sßerti^ nad^ $lufg. I unb Bilbet nad^ betn adgemeinen ^Mncil^ 
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in 9hr« 6 bie ®nmmt ber $artta(Sttbermtgen; fo erl^ man enb^ 
ü<fy old bie gefud^te ZotaUaxiation: 

(A) 






+ F..^+F^-S+&c. 



Die eigcntltd^c (reine) Variation bon V, b* 1^. bie, toefd^e bon ber 
bloßen gormänberung ijon u l^errül^rt, ift offenbar: 

100. S33enn man ein bot)t)eIte« 3ntegral betrad^tet, fo ^)flfegt 
man 2 att bie abl^fingige S5eränbcrlid^ ju bel^nbdn— unb toenn 
man fe^t: 

fo ^at man: 

59ei ber äuffnd^nng ber Variation Dieffad^er integrale loerben toir 
ber ©nfad^l^eit toegen nnd anf bie ^etrad^tung oon bo))))e(ten unb 
breifad^en 3ntegra(en befd^ränlen, loeU fid^ bo^ babei ®efagte (eid^t 
beraügemeinem la^t, nnb bie Slnjal^I ber ©lieber bc« {Refuttatc« «rft 
jeber neuen SSerSnberßd^en fo rafd^ junimmt, ba§ toir bei mel^r ate 
brei SSeränberfid^en fel^r com|)(icirte gormetn erl^atten toürben, toeld^e 
bon gar feinem t)raltifd^en Sinken toaren. — 

Slu« bemfelben (Srunbe n^erben totr borau^e^en, ba§ F feine 
l^Sl^em !DifferentiaIquotienten ate t>om jtoeiten ®rabe enC^ätt. 

%x9 ben Unterfud(^ungen im borl^ergel^enben Sa))ite( erl^edet 
leidet: ba| ber ^tctSf eined bielfad^n 3ntegra(ed, in bem bort ange 



ü • 
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geBenen Befd^räntten ®tnne, k)on )n>6t to^tatiiäf t)erf(i^tebene (Stementen 
ab^änflt; nämlic^: 1) öon bcr gorm bcr gunction 9, toeld^c ble 
(Srciiäcu bcftimmt, unb: 2) bon ber gorm ber gunction V uito 
bcm Snteflrafjcic^cn. — Sine Slcnberung in jcbem bicfcr beibcn demente 
betpirtt eine entfprec^cnbc Stenberung in bem SBcrtl^e be« Sntegrolc« 
— unb bic X 1 a I Variation beffclben ift nad) bcm allgemeinen ^rin* 
cipc in Otr. 6 bie ^urnme ber ^artialbariottonen, tt>eld^e ba^ 
einjeln ermittelt h)erben mfiffen. 

SBir trotten be^l^db juerft bie bon ber gormänbcrung ber ®rcitj* 
function g> I;errü^rcnbe ^artiafoariation fud^en, inbcm toix fucceffiw 
ben ^aü eine^ bot)|3eften unb ben eine« breifa^en Sntegralc« 
betrad^ten n^erben* — 

aufgäbe m, 

101. SSenn V eine gnncticn ber beiben inbcj)enbcnten SScrSn* 
beriid^en x, y ift, bie Variation be« integrale« SS^^^^V i^ P^^ 
miöft bon einer unenbfic^ Keinen 5lenberung in ber gorm bcr ®renj* 
function 9 (x, y) l^errü^rt. — 

SlufL ©ir tooöen toieber annei^men: ba§ bie für y oufgcßfie 
®(eid^ung : 

(p Qx, y) = 

nur xtoei S33ert]^e yo, y^ für y gibt, unb ba§ biefe SBcrtl^c in golge 
ber gormanberung bon 7) ref}), toerben yo + dyo unb yi + dy^ ; fo 
ift Mar, ba§ bie Variation be« beftimmten 3ntegralc« bei ber crftcn 
Integration burd^: 

/Fl Syidx—J VoSyo dx 

au^gebrüdt loirb. — 

Um bie 3Sariation bei ber jtoeiten Integration juflnben, fefeen 
toir: 



= ydy, 

Jyo 



unb bie 3Sariationen in ben ©renjioertl^cn bon x feien dxo, dxi ; fo 
erl^cKct ebenfo, bag bie 33ariation bei ber jtoeiten Integration aa^^ 
gebrüdt toirb burd^: 

V.öxi — y'oÄa?o> 
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loo F'o, Vi bfc SBcrtl^c Don F' für a: = aro unb a: = Xi bcbcuten. 
— IDa aber xq, x^ burd^ gtiminatton i)cn y itoifd^cu beii ©feid^un^ 
gen: 

^ dy ' 

gefunben werben, fo ift emleud^tenb , baß für x'=Xo ober x = xi 
andf yo = yi ift- — ®cnn toenn qp = afö eine ©leid^ung mit 
Stoet SBnrjefn y==yo, 2/ = 2/i bctrad^tet toirb, fo finb biefe 3Q3urjefn 

bcfanntttd^ cinanbcr glcid^, it)enn ->" = ift — 2lber bie SBertl^c 

dft) 
X = Xq, X = .Ti genügen ber ®(eic^ung ^ -- = 0, nnb machen folglid^ 

ay 

bie beiben SBurjefn bcr ©(eid^nng 9) = cinanber gteid^. — ■ J)a 
alfo bie ^ntegration^grcnjen in F'o, V\ einanber gleid^ n^erben, fo 
ift offenbar F'o = 0, F'i = 0, nnb ntitl^in J^crfd^toinbct biefer 
Xljtxi ber Variation oon felbft 

5Dicfe(ben ©d^h'iffc faffen fid^ leidet auf beliebig i)ie(fac^c3n* 
tcgrate au^bel^ncn. — Setrad^tct man j. ©. ba^ breifadf^e integral: 

f IJ Vdxdydz, 
unb fe^t: 

V' = r* F(f^, 

fo erließet ganj in ber berfelben äßeife: baß bie 35ariation bei ber 
Integration nad^ y i>on felbft berfd;n)inbet. — ©efet man toeiter: 



JyoJ'o 



VdydZj 



fo ergibt fic^ in öejng auf bie 3Sariation bei ber Integration nad^ 
X baffclbe SRefuÖat, — ^infi^tUd^ bc^ S^eite^ ber 3Sariation, totU 
d)tt J)on einer gormänbcrung ber ©renjfunction l^errül^rt, fonunen 
tt)ir benmad; ju bem allgemeinen SRcfuItate: 

,,SBcnn V eine Function bon beliebig bieten inbe* 
ptnttntcn 3Seränberlid^en x, y, z, ... ift, fo loirb bie 35a^ 
Ttation be« beftimmten 3ntegra(«: 

J]J..* Vdxdydz..., 

16* 
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tt>e(d^e 6{o9 )9on einer Xenberung in bcr gorm berOteii|< 
function tp l^errul^rt, audgebrfidt burd^: 

Jj. • • ViSzidxdy . • • — JJ, • • Voi*odxdg.. . 

toorin Vq, Vi xt\p. bie ffiertl^e bon F für « = zo, 2=«i 
bebeuten." — 

Sd hxanäft tt)ol^( laum bemerft ju koerben, bag bie 9lebuctioii 
biefed Zfftilc^ ber SSariation auf }tt>d ®(ieber nid^t für aUe btd« 
fad^en beftimmtcn Sntegrale ftattflnbet, fonbem nur bei bcr Äoffc, 
auf toetdj^c toir un« l^ier befd^rSnlen* — 



«ufgabe IV. 
102. ffienn V eine beftimmte fjunction bou: 

dz dz d^z d'g d^% 
^'^'^'di' di' dx^' dsd^' dy^ 

uttb z eine unbeftimmte Function t>on x, y r\t, bie Variation be^ 
fttntmtcn 3ntegrale« JjF*r<f^ ju flnben, tocld^e bon einer unenbßd^ 
Keinen 5lenberung in ber gorm ber Function z l^errüi^ — 

2lufL !J)a bie ©renjfunction q> j[e^ afö öon unberänberli* 
d(^er gorm boraudgefefet toirb, fo ift Mar, ba§ ba« Dt)eration«fi>mbol 
ß bem IDiftributibgefefee genügt (9?r* 5), unb man folgßd^ ffaU 

m 

S . S^Vdxdy = SJiVdxdy. 

®efet man nun für äV feinen SBertl^ an^ äiufg. II, fo erl^ätt man: 

dSSvdxdy = 

(A) 

5Da aber bei ber befonbem 5lrt beftimmter Sntegrale, toomit toir vaa 
je^t befd^äftigen, bie {Reil^enfofge ber einjelnen Integrationen gleid^* 
gültig iftj fo ergibt fid^ burd^ ba^ SBerfal^ren ber tl^eiltoeifen 
Integration: 



3M 



.(fr, -^ dxdy =Sr.)xdfi - Jj-^ »«»*. 

Ober toenn jucrft nad^ y mtcgrtrt toirb: 

.(f ^, S, ^* =/^^ S ^ -/^ '»-. +//£^"^'* 

3n Wcfen au^brüden fitib bie ©lieber mit etnfad^en integralen bcr 
Äfirje tt>egen nur einmal gefefet; aber ba bei febem fold^er ©lieber 
bie 0})eratiDn ber beftimmten Integration ate fd^on berrid^tet gebadet 
toirb, fo mu§ eigentßdf^ für iebe« bielDifferenj jtoeier anberer gefefet 
»erben, toobon fid^ ba« eine auf ben erften unb ba« anbere auf ben 
jtoeiten ©renitoertl^ bon % bcjiel^t. — ®o j. ©♦ mügte für JF, Szdy 
etgentlid^ gefegt iperben: 

iSVxdzdy\ - (jFxÄÄrfyDo, 

unb ol^nfid^ berl^äü e« fid^ mit ben anbem ©fiebern. — 

338enn man nun bie berfd^iebenen, borl^in angefüi^rten ©Heber 
jufommenfaft unb fe|t ber Symmetrie toegen bie l^afbe ©umme ber 
beiben Sertl^e bon: 



fo erl^ält man: 



// 



d'^dz 
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diz 
dx' 



'»^+^»'-;^i 



u 



103. CS^e U)tr tpeiter gelten, muffen tt>fa: nod^ au^brä(f(tc^ b& 
merten: ba§ ein 3(udbrucf toic: 



(/Ja 

dx 






nid^t ein jn^eite^ ^J)U( tl^etüoeife integrirt n>ert>en tann, jo 
ba^ man etn)a l^ättc: 

ÜDenn in aßen ©liebern mit bem einfachen Ontegralgeid^en finbf^on 
jmeierlei O:t)erationen borgenommen; nämlid^: 1) bie einfädle Önte* 
gration in Sejug auf eine 35eränberKc^e, j. 39. y, beren ^Differential 
alfo berf d^iounben ift — unb : 2) bie ©ubftitution einer Function bon 
X für y in ba^ 9tefu(tat biefer Integration. 6^ ift alfo 6% in bem 
5lu^bru(fe: 



jv. 



xy 



d8z 
dx 



dx 



fffm, 

leine Function bon x unb yj fonbem nur bon x] unb mithin ift -. -, 

tt)etc^e^ ein in bcr SSorau^^fe^ung, bag dz eine Function bon x unb 
y ift, genommener jjartietter Xiffercutiafquotient narf; x ift, nur ein 
2;^ eil beö !Diffcrentialquotienten nad; x, mmx dz Uo^ eine Function 
j)on X geloorben ift. — 3n ber Zi)at, \umx bcr bodftänbige 

'iDifferentiafquotient nad; x mit^^-"j6eäeid^nct toirb; fo ift offenbar: 



/ ddz \_^ dSz , döz dy 
\dx ) dx ^ dy * dx ' 
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tt)o bcr SBevt^ ^^^^'J^ ^"^ ^^^ ©teic^ung: 

(p (^; y) = 
l^uleitcn ift*) — 

104. Der obige Stu^brud für Sjjvdxdy bcfte^t au^ jtoei toe^^ 
fentüd^ Derfd^iebenen Sitten bon ©ßebern — nämUd^: 1) au^ einer 
Slnjal^t tl^eiltoeife integrirter ©lieber, b. f). fold^er, toorin nur nod^ 
ein Sntegraljeid^en borfommt — nnb: 2) au^ einer Slnjal^l bi5üig 
unintegrirter ©lieber, b, l^. fold^er, ioelc^e nod^ ta^ hoppcUt 3nte=^ 
graljeic^en Dor fid^ l^aben. — 35Ja^ biefe Septem anlangt, fc geftatten 
fie offenbar leine »eitere Stebuction, n^eil barin nur eine unbeftimntte 
SJariation dz borfommt. — Slber mit ben ©rftem muffen erft ^h)ci 
Derfd^iebene 9?ebnctionen borgenommen »erben, el^e ber obige Slu^bmcf 
t>on öjjvdxdy angetoanbt »erben fann — nämltd^: t) muffen bie 
inbe^)cnbenten 23eränberlid^en fo bertanfc^t »erben, ba§ man in aßen 
tiefen ©liebem nur nad^ berfelbcn SJeränberlid^en ju integriren 
l^at — unb: 2) mu^ bie Slngal^l ber SSariationen : 

v^ döz ddz 
^' dx ^ dy 

»ermtnbert »erben. — Denn ba bie einfad^en Integrationen 
nur auf fold^e SBert^e bon x unb y erftredtt »erben, »eld^e ber 
©leid^ung : 

genügen; fo finb biefe SJariationen nic^t me^r alle inbe:t)enbent 
»on einanber — unb e« mu^ be^l^alb i^rc Slnjai^l fo »eit rebucirt 
»erben, ba§ bie jurüdbleibenb'en 3Sariationen ganj unabl^ängig bon 
einanber pnb. — 2Bir »ollen bei^l^alb jct^t nä^er jeigen, »te biefe 
beibert Slrten bon 9tebuctionen au^gefü^rt »erben fönnen. — 

2lufgabe V. 

105. !Die in bem Slu^brudte bon Sj^Vdxdy borlommcnben 



*) ®ic o6igc ^emerfung t^xi aan ^oiffon (>cr (Mem de l'Inst. Tm. 
VII p. 296). Sacroijc l(>at burd^ 9^id^tbcad^tung bcrfclben für bie Variation 
tined bo^^elten Sntegraied einen unri^tigen ^u9brud gegeben (Trait^ da 
Calcnl DifF. et Int tm. II. p. 785). 
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einfad^en 3ntegra(e auf anbete )u tebuciren, tootin bie dntegrotbn 
in JBejug auf biefe(be ä$eranber(i(l^e gefd^tel^t - 

»uff. !Dtefe 9?ebuction lägt ftc^ (etd^t mtttelft ber im boid^« 
ge^enben StapM enttDtdelten t$orme(n beioerIfteKigen — unb mos 
lann nad^ beut bort @efagten immer amtel^men, bag in ben r^udrtcn 
integralen x bie inbe))enbcnte 93eranberli(^e ift — !Da aber nat^ 
3ix. 97 attgemein: 

ift, fo ^at man: 

tocrin ber Äiirje toegen gefegt ift: 



^iemac^ finbet man: 



too: 



6i^Vdxdy=^(^idz + J^^-^ + ri^y^^ CC) 

^^^y dy ^ dx V* dx ^dyjdx' 



^ — ^ dx dy '^ dx'^ '^ dxdy "^ rfy« 

gefefet unb ber ©ertl^ bon ~ au^ ber ©leid^ung: 

<P (*, ») = 
abjttteiten ift. — 
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«jtfgobe VI. 

106. 1)k %xiciSfl ttx in bem SuSbrude t>on Sjjrdzdy unter 
bem einfad^en Üntegraljetc^en borlontntenben 93artationen : 

^ dSz dSz 

dz, 



dx ' dy 

fo totk }u ^erHeinem, bag bie jurüdbleibenben inbe))enbent i^on 
ctaatibcr ftnb. 

äufL Sejcid^nen toir bcn bcffftänbigcn üDiffcrcntialquoticn* 
ten bon iz mäf x, in ber SSoraudfe^ung: bag or bie einjige inbe^ 



( <M2 \ d^z , dSz dy 
dx J dx dy * dx ' 



unb initl^in ift in ben cinfad^en integralen; 



dx 



L — fd5z \ dy^ dSz 

X ^\ dx ) dx dy ' 



®iiBftitnirt man biefen SBertl^ in: 

unb integnrt bad ®(ieb: 
t^eitoeife; fo erl^SIt man: 



Slun I&ft fid^ aber leidet geigen, bag jebe^ in bem fragfid^en %vA 
brudte botfommenbe ®tieb bon ber gorm: 



m 



dx 



Don fetbft berfd^minben mu|. ^ S)enn man mvt^ fid^ erinnern, 
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bag iebed fold^e^ &lx& eigentfld^ bo))))eIt borlommt, fo ba§ man fiott 



KdxJi W/o' 



dO 

tt)0 bicfe beibeu ©lieber reftv bic Sßertl^e bcn ^ f ür jr = yo Jnib 

y = y, tcbeuten. — SBenu aber tq, ari bie au« ben ©tetd^imgen: 

abgeleiteten SSJertl^e bcn x finb^ fo ift bcr boüftfinbigc Äudbrud febc^ 
©lieber bcn ber gönn: 

offenbar folgenber: 

tt)0: 

(öi)i ber SBertl^ bon ö ift für y = yi, j: = ari, 

(öj)o y = »n a? = .ro, 

(öü)i y = !^o, a? = ^u 

(öo)o y = yo? x = xo. 

Sßir ^ben aber gefeiten (®. 249) , baß für o: = otq ober ar = ari 
aud^ yo = yi ift; mithin ift: 

(öi)i=(öo)i, Cöi)o=(Öo)o, 

unb folglid^ aßgemein: 



j(f)-= 



= 0. 



3n bem »orßegenben gatle ift atfo: 

liMl\ ^ — 

dx 



Jc 



-) dx = 0, 
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mtb man ^<A tttUl^in: 

©uBftituirt man bie« in bcn «n^brud (C), fcfet für |, ly, |, Ä il^rc 
fßtvtfft nnb fügt bic in äufg. III gefunbenc, bon bcr gormänbc«^ 
rung bcr ©renjfuncticn qp ^errü^renbc SJariation l^inju; fo erl^ätt 
man atö bie gefud^te 2iota(bariaticn: 

DJSVdxdy ^SVhSydx + J( F,. g - F,y g + Vy^h ^ dx 



+ 



too bic cinfad^cn integrale biefeö Sfu^brude^ anf aßc SSScrtl^c Don a: 
unb y crftredt tocrbcn muffen, mctd^c bcr ®lcid{>ung: 

q>ix, y) — Q 

flcnügcm — ^(d man gmci Orcngfunctionen 9, ^, b* 1^, tt)crbcn bic 
©rcnjen bed 3ntcgrate« mic ®. 241 beftimmt; fo tt)irb bic borl^cr^ 
flcl^cnbc gcrmet offenbar biefem gallc ange^)a6t, tocnn man für jebcö 
einfädle 3ntegral bic SDiffercnj jmcicr anbcm fcfet, ioobon ba« 
eine auf aüe SQäcrtl^c bon x unb y crftrccft toirb, todd^c bcr ®tei* 
d^ung genügen: 

9 = 0, 
unb ba^ anbere auf aße SSJcrtl^c, »ctd^e bcr ©Icid^ung : 

©cnilgc Iciften* — ®o ^<xi man g. 83- ftatt bc« einjelncn ©liebe«: 

bie 2)ifferenj: 

jFfc%<to -^SVh'Sydx, 

tootin: 

17 
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ift; unb ä^nßc^ berl^5(t e« ftc^ in jßeiiel^ung auf bie anbfni (Sßcbcr.- 



aufgäbe VII. 
107. X)ie Xotatbartotion bon: 

)U finben, kDenn: 

/ du du du ^ d^ £u d^#^ d^i d^tf\ 

^^-r|^^.!^>2>ti,^, ^^, ^^, ^^, ^y,, ^^,, ^^^ ^^^ ^^^^ 

ift- 

SufL !Die Xctalboriation eined breifad^en 3ntegra(e«, )9te 
bad obige, ift triebet bie @umme ber ^artialbonationen, b>e((^ 
refp. bon einer unenbßd^ Keinen Slenberung in ber f$orm ber ®ttny 
functionen q), ^, ober toenigftend einer berfelben, unb in ber ber 
gunction u l^errul^ren. Die bon ber erften Urfad^e ^errfi^rcnbe SSoria* 
tion ift, toenn man nur eine ©ren^function f^at, offenbar (9tr. tOI): 

SJVközdxdy, 

unb bei gtoei ®renjfunctionen : 

SJVkdzdxdy — JjVk'Szdxdy, 

inbem: 

dq> dt 

- dz ., dz 



vm) \/{%) 



ift — Dagegen ift bie anbere, bon ber fjormfinberung bc« u IJer^ 
rül^renbe ^artiatbariation : 

S ^JSJVdxdydz ^SifSVd^dydz, 
unb loenn man für Sr feinen Sertl^ am Kufg. II fe^: 
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9{ebucitt man tiefen Hu^brud, toie bei einem bo))))e(ten integrale, 
bnrc^ tl^toeife Sntegraticn, bereinigt bie berfd^iebencn ©lieber mtb 
fe|t ber ®ljmmetric toegen bic l^atbe ©umme ber beiben berfd^ie* 
bencn 8tt«brü(fc, »eld^e man für jebe^ ber ©lieber: 

sss^"^'''^''' sss^«^,äsä,d., mv,,^dxä,äz, 

ttff&ft) fo belommt man enbliti^: 

+jffi(''.-t-*^-*'&)'" 



+jtfi('''-'^--*^-*^)'" 

dVx dV. dV, 



CB) 



+Jtff(''-f^-f^- 



dz 

108* SRU biefcr SorWel muffen, e^c [xt angetoanbt tocrben 
fomt, kDiebet jHHd Oerfd^iebene Hrten bon Siebuctionen borgenommen 
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tDctben — nStnßd^: 1) mflffen bie boriit Dcrlommenben Derfd^ictoiai 
!r)o)>)>e(integTa(e in anbete tran^formirt toetben, tomn bie Sntegtatu)' 
ncn naäf benfelben inbe))enbenten SJeränberUc^en gefd^l^en — unb 
2) muffen bie unter bem bo))))e(ten Sntegrafieic^en botforntnenbm 
33atiationen : 

» diu diu diu 

auf eine Keinere Sbijal^I bon einanber unabl^Sngiger Skriationen 
rebucirt lüerben. — 

X)ie crfte biefer 9iebuctionen toirb, tpie in bem f^ade einedbo))« 
jjelten Ontegrate^, leidet mittelft ber gormeln in Shr* 95 berrid^tet, 
u?e(d^e bem gegentoärtigen ^aüt an8e)>agt totttm, toma man fe|t: 



^ + tP»^+*V.^ 



unb geben: 

öSiSVdxdydz=jj(YSu+0 ^ + e~ + V ^^-)käjcdy 

+ SffSlivdxdydz, (C) 



tooi 



y= V._iZ!L_i.^Z»L_i <*^' 



itt 



dz dy ^ dx 
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äx ay dz 

dx^ "^ rfy« "*" dz'^ "*" da-rfi^ "^ dxdz '^ difdz * 

dz 

dx 



dz dz , dz 



ift- 

109. Wx ]^a6en nun nod^ fp t^iel atö ti^unlid^ bte ^njal^I ber 
SSotiotionen : 

^ c?^u dSu diu 
' dx ' dy * dz 
ober: 

' ' dx ' ' dy ^ * dz 

jtt rebndrnu - !Da aber ar, y, z burd^ bte ©tdd^unfl: 

qp(ar, y, 2)~0 

t>crlnfl}5ft finb ; fo ffat man für bie DoBftanbigen !Cifferentiatquoticnten 
t>on ^2 in ©ejug auf x unb y nad^ bcr ©ubftitution be« Sßertl^e« 
öon z, in a; unb y au^gcbrücft: 



ddu 
dz 



/ddu\ ddu , 

( dJu \ drfu , ddu 



Mflöc^: 



dx ^\ dx ) dz ^ 

ddu / ddu \ ddu 

dy \ dy J ^ dl * 
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®e^t man btefc Skrt^ in ben Knebnuf »on: 

S.SSSydxdtfd», 
imb bemetft, ba^: 

/Je(.^.)...,=-//(f)«-, 

ift;*) fo tti)&lt man cnbfid^: 

SJSS Vdxdydz^Si'l Y- (^) - (^)! Ä*«**^* 
+ jj(y - !>• - 90) -^ W«*» 

I)icfcr au«bru(f beftc^t, lüic in bcm gaöc eine« elnfad^en integrale«, 
au« jtoei mefentfid^ i^erfd^iebcnen 2:i^eUen; nämßd^: 1) au« einer Sto* 
jol^l bon ®(iebern, toctd^e Don ber gormfinbetung bon u rnib feiner 
Differentialquotienten l^errül^ren; aber nid^t für alte SBert^ ber in* 
be})enten SSeränberßc^en, fonbem nur für bie^ toüdft ber ©Wd^ttug: 

genfigen - unb 2) au« einem ©Hebe, toetd(^e« bon einer Slenberung 
in ber allgemeinen iScrm ber gunction u ^errü^rt. 

Slbbirt man l^ierju nod^ bie ber jtoeiten ©renjfunction cntf^re* 
d^enben (Stieber, fctoie bie ©lieber: 



*) (g« läßt \idf ai\<Sf l^ier, »ie früher {^x. 106), W<^t jctgcn: bag iebe« 
einfädle Sntcgral, tt)ic: 

J0dudy 

Bei ber l^ier borlommenben 3lrt öon Stttegtatton an unb für fi<!^ »er* 
f(i^tt>tnbet, fo baß man l^at: 

r/*(*!)*«f^J-**.«.,-//(g)*«W,=-//(f>«*>:*». 
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tod^e Mit einer tlform&ibenntg ber Functionen 9» unb ^ l^etrfil^, 
imb fe^ für Y, 9, Q, W, H \fyct föert^; fo tx^m man enb(i(^ 
f&r bie gefnd^te SiotalbariotiDn: 

i .ffS Vdxdydt = JJ VSikdxdy — JJ VSzh'dxdy 

^* dx ^^ dy ^^ dz dx dy 

(D) 
+ Vi*r-{-rjy$+ V^O iukdxdy 

+ir(^«« +P«»>+9nV-pF«-gF^ +pqV.s)~-kdxdy 

— JJCF, — &cO iuk'dxdy 



^ dx* ^ dyi ^ dxdy ^ dxdz ^ dydx) ' 
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eiebented Mapittl 

fila^ima uxCt Üttnima Her Functionen mit jtoet itnH tiiel^f 

inHepenliitnttn ttttaxCt^ttlxittn. 

110. S)ad l^ier anjutoenbenbe aQgentetne SSerfal^ren ifl bm 
frül^cr bei Functionen einer 3nbe}5enbenten angetoanbten gonjanolog 
— . b. f). tt)enn U eine Function bpn beliebig bieten inbej)enbente« 
SBeränberlidl^en ift; fo niug für ein aDiajimum, ober SWinimum: 

DU=0 

unb DU negatib, ober })ofitib fein — unb j»ar ol^nc irgcnb eine 
83efd(^ranlung ber 3Sariationen ber berfc^iebenen Derfinberlid^en ©c* 
mente, bie jebod^ aufgenommen, toeld^e in ben ©ebingungen ber Auf*' 
gäbe fdbft liegen. — 

2Bir tooüen bei ber folgenben Unterfud^ung junSd^ft annel^men: 
ba§ jtt)ei ®renjfnnctionen gegeben finb, b. 1^. tag miif ben ©ebin* 
gungen ber Slufgabe ba« betradj^tete "topptitt 3ntegrat auf aöe 
SBSert^efi^fteme bon x unb y erftredt werben fott, toelti^e ben Un^ 
gteid^l^eiten: 

*(ä?;2()>0, qpCor, y)<0 

genügen — ober in bem gaüe eine« breifad^en 3ntegrafe«^ auf alte 
SSJerti^efljfteme bon x, y unb 2, todd^e ben Ungteid^i^eiten: 

* (a?, y, 2) > 0, q> (X, y, «)< 

®enüge leiften. — hierauf toerben toir ben gaü betrad^ten, too nur 
eine ©renjfunction 9 (x, y) gegeben ift, b. 1^. too ba« urfj>rüngßd^e 
3ntegral auf alle SSJert^efljfteme au^gebe^nt werben muß, toctd^ ber 
einen Ungleid^l^eit: 

qp(ar, y) < 0, ober 9 (x, y,z)<0 
genügen* 



toonn: 
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SttfgaBe l 
tu. I)ie ljunction z fo ju Beftfanmcn, bag ba^ Sntcflral: 

SSVdücdg, 



/ dz dz d^ dH d^z \ 

^^'V''^'^' dx' dy' dx^' dxdy' dv^J 



dy ' dx"^ ' dxdy ' dy'^ 

ift, ein SWarimum, ober STOlntmum »Irb» — 

Sluft. 5Kaci^ beut im tjorl^ergel^enben Sat>itet für bie Xotat* 
öariaticn eine« bo))}5eIten integrale« gefunbenen Slu^brudc toirb 
bie ©leid^ung: 

BV = Q 
tefet« 

-/|W!,+(F,-4o.)J. + (r,.g-*c.)^Jl,'<& 

3unad(^ft ift toieber ju bemerfen: bag in biefer ®Ieid^ung, toxt in beut 
entfrredS^enben gälte eine« einfad^en 3ntegrale«, jmei mefentüd^ ber=» 
fd^iebene 9lrten bon ©liebem öorfommen — nämlid^: 1) eine änjal^t 
t)on ti^eitoeife integrirten ©ßebern, bereu Sertl^ bon ber gorut ber 
i$ttucticueu dy, iz abl^äugt; aber nid^t im ungemeinen, foubem nur 
für fct(^e äßertl^e bon x unb y, toeld^e ber ®(ei($ung: 

q>ix, y) = 0, ober t(^^ y) = 

genügen — mtb; 2) eine Änjal^I bon ©fiebern, toeld^e gar nid^ iu^* 

tegrirt finb, unb bereu ©ert^ nid^t beftimmt toerben lann, ol^ne bie 

aögemeine gorm ber tJwnction dt jU pfiren. — 

SäJie bei einem elnfad^en Öntegrole erließet bann: ba§ ber 

®Ieid(^ung (A) nur genügt werben fann, ioenn man biefe beiben 

airten bon ©fiebern einjeln = fefet — unb toeun ber Sürje toegen 

aefe|t »irb: 

17* 
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«- »»- ^' -dx + ^«to ^r+ ***•' 

fo ^at man iunäc^ft bie brei ®(eid^ungen: 



rjy+aÄ5 + /J~)Ä'Ar = 0, 



/( 

J(FJy + «fc + ^^)Ä(te = 0, (B) 

JJSlSzdxdy = 0. 

ICiefen ®(ei($ungcn faun aber ol^ne JBefd^r&nlung ber bSUigen XQge« 
nteinl^cit ber 93artationen Jy, Sz nid(^t anberd ©enfige geleiftet toer« 
ben, a(d lüenn man bie unter bem dntegrafjeid^en ftel^enben ©rBfen 
= ü fe^t, fo bag man bie ©leic^ungen er^ätt : 

(^Vöy + aöz + ß^\^0, 

{Vdy + aiz + ß^)=0, (C) 

ß = 0, 

tt)Obon ftd^ bie erfte auf bie ©renjfunction * unb bie jtoeitc auf bie 
®renxfunction qp Bejiei^t. — !Der ©nfad^l^eit toegen tooüen toir annel^^ 
men, baß bie ®Jeid^ung: 

toetd^e^ offenbar eine j^artielte IDifferentialgfeic^ung bicrtcr JDtb* 
nung ift, eine 21uflöfung geftattet, toorin bie Oröge unter bem gunc* 
tionatjeic^en für aße barin borlommenben arbiträren gunctioncn bie* 
felbc ift.*) — !J)ie Slnjal^t biefer Functionen ift in bem gegentoSr^ 



*) Regelt be9 9)2angeU ber t>o(lIonunenen Analogie $n>if(i^en ben in bem 
Sntegrale einer ^artieUen 2)tfferemia(9(et(i^ung ^orlommenben arbitrS* 
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tiflcn gaBc =4, unb toenn bie äuflSfung eine Beftimmte fein foü; 
fo muffen fid^ biefe arbiträren Functionen auf irgenb eine SQäeifc 
Beftimmen laffen. — SBir Gelten be^l^atb nun jeigen: bag bie beibcn 
erften ber Oleid^ungen (C) bie ÜÄittct baju an bie $anb geben, unb 
ju beut Sii^cdt, toie in bem gälte eine^ einfad^en Ontegrale«, bie ijer* 
fd^iebenen Balte unterfud^en , toetd^e an^ ber SBefd^affenl^eit ber ^ata 
in icbem befonbern gälte entf}5ringen fönnen. — @^e mir aber in 
biefe Unterfudj^ung eingei^en, toolten toir bcn fclgenben ®afe mittl^eiten, 
toeld^er bei ber Slntoenbung ber ®leid{>ung (A) j)on toefentfidj^em SRufeen 
ift, unb beffen SBal^rl^eit offenbar au^ ben erften ^rinci})ien unferer 
SBiffenfd^aft folgt 

„SBenn in bem allgemeinen äu^brudfe ber 3Sariation 
eine« bielfad^en Sntegralcd ein ®lieb bon ber gorm: 

jj * • * * USudXi dx2 • • • • dXn 

borfommt, unb bie SBebingungen ber aufgäbe fo befd^af^ 
fcn finb, bag fie u ju einer beftimmten gunction bon Xi, 
X2, ... Xn mad^en; fo t)erfd{>tt)inbet biefe« ®lieb an unb 
für fid^ — unb toenn in bemfelben Sludbrudte jtoei ®lie^ 
ber bon ber gorm: 

JJ« . .. UdudXi dX2 . . . . dXn 



unb: 



SS ... . U'SudXi dX2 * . . . dXx 



torlommcn, unb bie Scbingungen ber Slufgabe fo be* 
fd^affen finb, bag fie u ju einer beftimmten gunction 
t)on Xi, X2, ... Xn unb u mad^en; fo laffen \i6) biefe bei:* 
bcn ©lieber auf ein« rebuciren/' — 

I)er erfte %iitx{ biefe« ©afee« ift bon felbft einleud^tenb; benn 
toenn u eine beftimmte gunction bon x^, xo, ... Xn toirb, fo ift 
nac^ ber ©ebeutung be« ^txifm^ d Ilar, baß Jm = ift. — !J)ic 
SBa^rl^ be« jloeiten Sl^le« ift ebenfall« einleud^tenb; benn toenn: 

u = fiXij X2. . . . u') 

ift, fo ift offenbar (5Rr. 1, (5)): 



ren Functionen mit ben arbiträren (Sonflanten in bem Sntegrale 
einer getodl^nUd^en 2)tfferenttalglet(^ung tfl biefe Unterfud^ung toeniger genü« 
genb, aU bie in $t^. m. 
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du 

itnb mitl^fin (äffen fid^ bie Beiben ernannten ®(ieber auf ba« eine: 

rebuciren. — 

112. %S\x tooütn nun ben obigen ®a| auf bie t)erfd(»iebenen 
in bcr Slntoenbung borfcmmenbcn gällc antt)enben. — 

(1). (Die ®renjfunction tp fei eine gegebene, beftimmtc 
f^cttcn bon x unb y, fo ift aud^ bad aud ber ©leid^ung: 

g)(ir, y)=0 

abgeleitete y eine beftimmte t$unction bcn x, a(fo dy = 0. S)a 
bie übrigen 35ariationen : 

*2, — , ober dz, dq 

toillfüriic^ bleiben, fo lann ber erften ber ©leid^ungen (C) nur gc* 
nfigt toerben , menn man bie ßoeffidenten biefer Variationen = 
fefet. — (g^ muß atfo an jeber 3ntegration6grengc fein: 

b. f). bie erfte ber ©teid^ungen (C) ift gfeid^bebeutenb mit bcn bei* 
ben @(eid^ungen: 

«0 = 0, /3o=0, 
unb ebenfo ift tocgen ber anbem ®ren jfunction : 

«1=0, i8i=-0. 
!2)iefe ©(eid^ungen finb in Verbinbung mit ben (Gleichungen: 
(p (ar, y) = 0, ^ {x, y) = 
i^inrcid^enb jur SBeftimmung ber in bem 3ntegeale ber ®Ieid(>ung: 

10 = 
borlommenben bier toiüIürttd{>en Functionen. — 3)a bie ®rd|c unter 
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bem gitncttim^jeid^at in öden biefen atbiträren gtotctionen mif bev 
SSoroudfe^ung biefelbe ift, fo ift bad 3ntegra( ber ©(eid^mig: 

Ä = 

Dffmbor: 

n>o V eine Beftimmte giinction bon x, y, z unb für alle t>itx ox^ 
bttrarc Functionen biefelbe ift. — g« fei j. ©.: 

t; = öar + 6y + c«, 
fo ffat man bie ©leid^ungen: 

t? = aar 4- 6y + ez, 

Viic, s) = 0, 
«0 = 0, 

JPjx, y, 2, q>iivX fpoWß 9s(v)> qP4(t^)|=0, 

unb toenn man x, y, z xtoifci^en biefen ©teid^ungcn eliminirt; fo er* 
^Ü man offenbar ein JRefuItat t)on ber gorm: 

Fl \v, q)i(v^, (fzCv^, 9>3(v), (PaW\ =-0. (1) 

SScrfäl^rt man mit ben übrigen ©leidj^ungen : 

cbenfo, fo erl^äft man offenbar brei öl^ntid^e ©leid^ungen: 

Fajv, g?i(t;), g^oC^X VaC«), 94(^)1 = 0, (2) 

^sl«^; g>i(H 92(«^)j fPsM, q>4iv)\=0, (3) 

JVjü, 9i(v), (piCvX (PäM, 94(^^)1=0. (4) 

S)iefe t)ier ©teid^ungen (1), (2), (3), (4) beftimmen bie bier 
toiHIürfid^en Functionen ipi, 92 > 9.3; 94 öfö Functionen bon t;. — 
©ubftituirt man bie fo gefunbenen Slu^brüde in bie ©leid^ung: 

F\(x,y,z, (pi(v), g?2(v)^ (p^W, <3P4(i;)}=0, 
unb fe^t für v feinen SBertl^: 

ax-^by-^cz] 
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fo erl^äß man eine ©(eic^ung ol^ne arbiträre Bunctionen m 
bcr tjonn: 

fix, y, «) = 0, 

toüäft eine t^oKft&nbige Siuflöfung ber Aufgabe gibt — SSetm bk 
@rögc unter bem i^nctiona()eicl^en nid^t biefelbe ift in allen orü^ 
traten Functionen, fo bietet bie Seftimmung ber {entern im 8% 
meinen unübertoinblicä^e ©d^toierigfeiten bar* — 

(2). 3Bir tooüen nun annel^men, bag bie ®renju>crtl^ bon i 
ebenfalls atö t^unctionen bon x gegeben finb, ober mit onbem 93ot^ 
ten: bie ©rcnitoerti^e bon x, y, % feien burd^ bie beftimmten (SW^ 
(i^ungen : 

nx,y,z)^Qy fix,y,%)=0 (D) 

berfnüf)ft; fo fmb z unb y beibe beftimmte i^ctionen bon x, alfo 
dz =0, dy = 0, unb bie burd^ : 

d8z\ _ 



(V8y^aöz+ß^)^:=:0 



gelieferten ®Ieid^ungen rebuciren fid^ auf bie eine: 

^0 = 0, 

klimmt man toieber an, bag bie Oröge in ben arbiträren fjmic* 
tionen biefefbe ift, unb eliminirt x, y, z jtoifd^en biefer testen 
©leld^ung unb ben ©leid^ungen: 

t; = oo: + 6y -j- ^^t 
fix, y, 2) = 0, f'(x, y, z) = 0, 

F\x,y,z, q>iivX q>i(v\ q>z{v), 94(1;)} = 0; 

fo erl^äö man xtoei ®(eid^ungen bon ber gorm: 

Fi 1^5 9iW^ T2W; 9^3(0, <jP4(v)|==0, 
Fo\v, q>xiv), q>2(v), (fsM (p^(:v)\=0. 

ÜDa ferner bie ©(eid^ung: 



CE) 



ddz \ 



(^r6y + adz + ß^)^ 



= 
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Itoü SSfrAiäft ©(etd^ungen liefert, fo ift Kar, ba§ bie in bem aQge^ 
meinen 3ntegra(e ber ))artieUen !Differentia(g(etcl^ung borlommenben 
loiüfürlici^en gunctionen toieber boüftänbig beftinunt finb. — 
(3), SBenn ber ©renjiDertl^ jebe« ber !Öifferentiatquotienten: 

dz dz 
dx dx 

gegeben ift,*) fo berfd^toinbet offenbar bie Oteid^ung: 

j)on felbft, unb man ^t anfcr ben ©leid^ungen (D) jur Seftinimung 
ber arbiträren Functionen nod^ eine anbere ®(ei(i^ung, tt>e((i^e ftd^ 
burd^ !5)ifferentiation be« allgemeinen integrale« nad^ x ober y mtb 
©ubftitution be« gegebenen ©rengtoertl^e« bon: 

dz . dz 
dx' dy 

ergibt — !Die älnjal^I ber $ü(f«gteid^ungen bleibt alfo toieber bie^ 
fetbe toie frül^er* 

(4). !5)ie ©renjfunction q>ix, y) fei eine unbefannte gunc^ 
tton, beren fform bürd^ bie Elimination bon z gtoifd^en bem aQge»^ 
meinen 3ntegra(e ber ©(eid^ung: 



*) Senn eine biefet Stößen gegeben tfl, fo tjl offenBat aud^ bie anbete 
gegeben, ^emt ba na(i^ ber ^otan^e^ung bie ^(eid^ungen: 

f{pc,y,z^ = 0, fCx,y,z)=:0 

für atte ^renjtoert^e t)on * unb y flattfUiben, fo l^at man: 

df^^df^dz^dy/dl,^ dz\lQ 
dx* dz dx'^ dx \dy* dz dyj )o ' 



dx 



,drdzdy/drdrdz\i^^ 

*^ dz dx dx \dy dz dyJ )o 



@linitnttt man f -^ J unb fuBftituirt ben gegeBenen Sßert^ einet bet ©tößen 
I d^ ) ^^^^ \ ~r~ J * ^^ ^"^^^^^ nian bie anbete. — 
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mtb ber fteftfanmten ©(etd^nng: 

ju beftimmen ift. — 3n bicfcm gaßc bcrfd^toinbct fcfai ®ßA ba 
©(eid^uugen (C); aber ba bie ®ren)to)ertl^e bon :r, y unb x btm| 
eine beftimmte ©(eid^ung berfnü)>ft finb, fo erl^eQet oud bem jtoettcn 
Zfftik be^ obigen allgemeinen @at}ed^ bag fid^ bie ©lieber mit ^m 
SBariationen in ein« t)creinigen laffen* — 3n ber %f}at, bejeid^nen 
loir bad 3ntegra( ber ©(eid^ung A =£ burd^ % = ^C^^ y), f o l^atat 
toir: 

unb n>enn tinr bon jeber @eite biefer ©leic^ung He Z^otatboriation 
nel^men : 

ober loenn ^^^ ^^ ^ ^^\P* wi^ Q^ Q bejeld^nen: 

q'dy = qöy + 6z, 

mtb folglid^: 

J2 = (q — g) Jy. 

am biefeni gatte ift alfo bie ©leid^nng: 



(r,, + «,,+^^)^=o 



gletd^bebeutenb mit: 

toeld^e in 33erbinbung mit ber ©leid^ung: 

gtoei ^Relationen jtoifd^en ben in bem allgemeinen integrale bor!om^ 
menben arbiträren jjunctionen liefern. — ÜDie anbem »erben ebenfo 
burd^ bie SSebingungen in S3ejug auf bie jtoeite ©renje gegeben — 
unb flberl^aupt erließet toie in bem ^aüt eine« ebifad^en 3ntcgrale^, 
bag, toenn »egen irgenb einer Sebingung bie Slnjai^l ber burd^ (C) 
ge(ieferten®Ieid^ungen berminbert toirb, inbemOßeber berfd^koin« 
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beii^ ober pd^ in ein« bereinigen, man gu gteid^er 3«^ rten fo 
Diele neue ©leici^nngen crl^ält, midft bicfen SDiaugel crfe^en. — 

1 f 3. äu« ber borl^ergel^ben Untcrfuci^ung cr^eüet a(fo : bag 
in bem bctrad^teten ^aUt jtoeicr ©rcngfunctionen bie Slufgafce im 
Siügemeinen möglid^ unb 6eftimmt ift, inbem bie äinja^I ber 
4)iUf«gIeid^ungen eben fo grog ift, afö bie ber arbiträren Functionen, 
toüifyt in ber allgemeinen Sluflöfung t)orIommen. — S« bleibt iebod^ 
nod^ ein fei^r toidfü^tx gaü ju bctrad^ten übrig, nämli«^ ber, tt)o nur 
eine ©rengfunction gegeben ift, ober tt)o bad betrad^tete integral auf 
aüe SBertl^ef^fteme t)on x, y erftrecft werben fott, ttjeld^e ber Sebin^ 
gmtg: 

fp(x,y)<0 

genügen. — !5)a bie Slnjal^l ber ©leid^ungen, burd^ toeld^e bie arbi* 
trären Functionen beflimmt toerben, in biefem Satte fid^ auf bie 
^älfte rebucirt; fo ift ju enoarten, ba§ bie 3lufgabe im Slttgemeinen 
unbeftimmt fem h)irb, !ann aber in getoiffen götten bnxd) bie fo(^ 
genbe Setrad^tung n)ieber ju einer beftimmten gemad^t toerbeu. — 
S9ci bem ^roceffe ber beftimmten Integration ift e« eine burd^au« 
loefentßd^e SSebingmig: ba§ ba« Clement be^ 3ntegra(e^, b. 1^. jebe 
ber ®r5gen, bon bereu ©umme ba« 3ntegra( bie ®renje ift, iuner== 
l^alb ber 3ntegration«grenjen nid^t unenbtid^ toirb. — !Demnad^ 
mug man, nad^bem bie in bem aUgemeinen integrale ber ©leid^uug: 

^orfommenben n)iüfür(id^cn guuctionen mßglid^ertoeifc beftimmt finb, 
axi^ bem 9tefuttate jebe Slupofung t)ertt)erfen, toeld^e bad gfement 
bed 3ntegrate^ für irgenb n>eld^e^ jtoifd^en ben Sutegration^^^Srenjen 
liegenbe« SBertl^efi^ftcm Don x unb y unenblid^ mad^t — unb toenn 
biefe SBebingung irgenb eine ber arbiträren Functionen nod^ unbe^ 
ftimmt Ia§t; fo barf man fd^fiegen: bag bie Slufgabe il^rer Siatur 
nad^ ebenfattd unbeftimmt ift. — 

114. J)ie obige Il^corie unterliegt natürfid^ äl^ntid^en Slu«* 
nal^men, loic bie, toeld^e toir bei ber 3lntt)enbung ber SSariationd* 
rcd^nung auf einfädle 3ntegra(e gefmiben l^aben — unb bie bemer- 
fendtoertl^cfte berfelben ift t)on ä^nfid^er «rt, toie bie in 5«r. 28, (1) 
ongefül^rte, loeld^e bal^er rül^rt: bagin getoiffen gättenbie ÜDiffcrential* 
gteid^ung bon einer niebrigern, atö bon ber 2nten Orbnung ift, 

18 
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it)x 3ntegra( atfo ntd^t eine j^uircid^enbe Vrx^affi toWfMtifytx (Sm 
ftanten cntl^ätt, um ben ^ebingungen genügen )u IdnneR, voüdft bk 
außcrl^atb be« 3ntegrafjeid^en« fte^ienben ®Ueber liefern. — 

9(e^n(ic^ \>cxffalt ed fi^ (ei einem 3)o)>)>e{integraIe, toens 
bie jjartielle Diffcrentialgtcid^ung : 

ß = 

i?on einer niebrigern Drbnung ift, ate bie be« l^dd^ftcn in F ent 
^altenen !I>tfferentia(quotienten bo)))>c(t genommen; alfo tl^r Sntegrd 
im SlÜgcmcinen nid^t bie l^inreid^enbe Änjal^I arbiträrer ^mcüom 
enthält, um ben SJebingungen genügen gu fönnen, totUfyt bie mir mit 
einem 3ntcgrat5eici^cn bel^afteten ©lieber geben. — Um olfo bie Ä* 
bingungen eineö f deinen Slu^nal^mefalle« lennen gu lernen, mu§ man 
untcrfud^cn, in toetc^en gälten bie ©lieber bon ber ^8 duften Ott- 
nnug an^ bcr ©leid^img: 

j)er|(^toinben. — Scfd^rönlen toir un^ für ben äugenblidt auf bie 
©etradj^tung be^ galle^, too V km iDifferentiatquoHenten bon einer 
l^S^ern, ote t)on ber gleiten Orbnung enthält; fo l^aben toir: 

dx dy "^ dx^ "^ dxdy'^ dy'"' 

n)o bie !J)ifferentialquoticnten Don ber l^öd^ften, b. 1^. t)on ber Dier^ 
ten Drbnung, offenbar nur in ben brei legten ©liebem borfom^ 
me^i. — ®e^en tt)ir: 

dz dz d'^% ä^% d'^z 

^'^'dx' ^^"dy' ^'^~d^' ^~'dxd^' *~'d^ 

imb bel^atten nur bie ©lieber bon ber l^ß duften Drbnwtg bei; fo 
l^aben toir: 



d'^Vx2 d^ V d*z , d^ d*z d« F dh 



dx'* dr* dx* ^ drds dx^dy ' drdt dx-dy^' 

d'''V:,y_d'*V d*z . d^F d*z . d'^V dH .y. 
'dx~dy~ drds dxHy '^ ds* dx'^dy'^'^ dsdt dxdy^' 

d^ Fy2 _ d* V d*z ■ d"^ V d*z . d'^ F d*z 
dy^ drdt dx^dy^ "^ dadt dxdy» "^ de" dy* * 
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@oUcn nun bie ®ßcber t)on ber ^löd^ften Drbnungau^ßtjcrfc^totn^ 
bcn^ fo mfiffen offenbar bie ßoefpcicnten bcr i)erfdj^iebenen ®rö§en: 

d^ d^z dH d^z dH 

dx* ' dxMy ' dx'^dy'^ ' dxdy^ ' dy^ 

an unb für \xä} i?erfd^toinben. — Slbbircn toir alfc bie ®lei^ 
dornigen (F) unb fefeen bie Goeffidenten biefer ®rö§en einjeln =-- 0, 
fo erl^aßen toir bie ©(eid^ungen: 

d'^V d^V d'^V . r.d'^V d'^V d^ V 

dr* ' drds ' ds' ^ ^ drdt ^' dsdt ' dt' ^^' 

Durd^ Integration ber beiben erften finbet man: 

V - rfQx, y, z, p, q, t) + Fix, y, z, p, q, s, t), 
unb ebenfo an^ ben beiben festen: 

V = tf (ar, y, z, p, q, r) + F' {x, y, z, p, q, 8, r). 

©oüen biefe beiben Slu^brüde ibcntifdj^ fein, fo muß mau offenbar 
l^ben : 

V=:Art + Br + Dt+F+q>Uyp,q,x,y,zX (G) 

too A, B, Dj F Functionen oon rr, y, z, p, q finb. — SBir ^aben 
atf : 

d'^V _ d'V^d'^q) 
di^t^"^' ds'^'^'d^' 



unb U)enn biefe SBertl^e in bie ©feid^ung: 

ds'^ ^ drdt ^ 

fubftituirt tt)erben; fo ergicbt ficb: 

ds' "" ^^ 
folglich : 

g?== — ^S«+2C« + C', 

unb enbfld^, mm biefer äÖert^ in bie ©kid^ung (G) fubftituirt n^irb : 
F~ A (rt - «0 + ^r -f- 2C8 + Dt + E. (H) 
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93enn alfo V btefe ^oxm ffat, fo tarn bte ©(eid^ung : 

i?cn feiner l^öl^em, aU >?on ber britten Crbuunfl fein — unb toit 
mcUen ie^t {eigen: ba^ fie bon feiner l^öl^em, a(d bon ber in}eiten 
Crbnung fein fann — b. ff. tt)enn bic ©lieber üon ber vierten 
Crtnung »erfc^toinbcn, fo t)erfc^n)inben bie öon ber britten 
Crbnuna ebenfalls. — 2ln« ber ®teic^nng (H) folgt nSmlxdf: 

dp ' dp * dp * dp 
^ dq ' dq dq ^ dq* 

»enn ba« ®lieb -E, loelc^e« offenbar feinen ^;ö^ern ^Differcntialquc* 
tienten, ate ton ber jtoeiten Crbnung geben toürbe^ ^lintocggelaffen 
loirb. — ^i^-'^auö ergibt fic^ bnrd^ ^Differentiation : 



dx 



dt . / dA . dA , dA . dA\ 

, dB , dB , dB , dB 
-^'dp+'dq+^dz+di^ 

unb eBenfo: 

^ dy ~ ^ dy 'Vdp^* dq+f dz+ dy) 

, dC , dC , dC , dC 
-^''dp-^%+^ dz + dy' 

SOSenn atfo bie ©lieber i?on einer niebrigem, afö bon ber jmeiten 
Drbnnng ^inmcggelaffen ioerben, fo ^at man: 

' dx~^*' dy " ^' 

_ /dC _dn dA dA\ (dB _dC _ dA _ dA\ 
\dq ' dp'^ dx '^^ dz ) "^ ^ \dq 'dp dy ' ~d%) 
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unb ebenfo: 






"~ *■ Uj> dg "^ rfy "•" ^ da/ ■*■ * W7> dy dx ^ dz) 

:^ nr — m$. 
Xu«: 

ttfftütt aitx, ba§, ttjcnn bie !t)iffcrcntiationen toixtlxdff au^gefü^rt n)er^ 
bcn, aüt ©lieber t)on ber britten Crbmntg au« Ä t)erfc^tt)inben. 

!Da« SSorl^crgel^enbc lägt pc^ tcic^t auf ben at Ig ent einen galt 
audbel^nen, tt)o V !Cifferentia(quorienten ber gwnction z irgenb mld)tt 
Drbnung cntl^ätt, unb ba« JRefuftat lann im SlUgemeinen fotgenber> 
xnagcn bargeftellt »erben: 

©enn V eine Function i)on x, y, z unb ben J)ifferentiatquo^ 
tienten bon z W« jur nten Drbnnng ift; fo ift: 

Ä =0 

iin 3UIgcmeinen eine paxtUllt Differentialgleichung ber 2nimCxt>^ 
nmtg, toetd^e fic^ jeboc^ burc^ 35erfd^tt)inbenmaci^en ber ©lieber mit 
ben i)ifferentialquotientcn ber beiben fy5 elften Drbnungen auf eine 
©leid^ung »on ber (2 n — 2)ten Drbnnng bringen lä^, toenn, aber 
anci^ nur totm, V eine Function i?on: 

d* 2 d^z d*z 

dx^ ' ctr*' ^dy*** dy^ 

»on feinem l^Sl^em, afö t)om jlüeiten ®rabe ift, tüorin bie ßoeffi* 
cicntcn ber ©lieber Dom jtt>eiten ©rabe burti^ bie ©ebingung t)er* 
Inä^>ft finb: bag bie ®umme ber ßoefficienten aller ©lieber toie: 

d*r \2 d^z d*z 



/ d^z Y 
Uj»-^ . dy) ' 



dyj ' di:"-2 , ^^2 • ^^n ' 

loortn bie ©umrnc ber (Jfj)onenten ^mdx\in\>dy biefelbe C=2n) 
ift, = fein mu|. — SBenn j, ©. A ber Cocfflcient bon: 
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( «*g Y 



ift, unb Bj C, D fmb n\^. bic Soefflcicntcn bcr ©lieber: 

d*% d*z d*z d*z d^z d^z 



dx^-\dy'^ • dx'^'Kdy ' daf^^ rfy« * rfaf». cfy« ' cte^^ dy* * daf^. df ' 

fo mug fein: 

ii + J?+C + Z> = 0. 

115. 3Bir muffen l^ier noc^ auf einen toefenttid^en Unterfd^icb 
jtptfc^en beut |e^t betrad^teten Siudnal^mefaKe unb bem bei einfad^en 
3ntcgra(en erörterten aufmcrffont mod^en. — 3Bie tt)ir frfil^er gefe^ 
l^akn, tag ber ®ruub einer fold^en Slu^nal^me bei einem einfa* 
d^en antegrafe barin: bag baffelbe nic^t fd^on bor ber Sintoenbung 
ber 93ariation^red^nung auf feinen einfad^ften 9Iu^brudE gebrad^t 
toar. — !Cenn ttjenn V eine lineare Function be« l^öd^ften barin 
»orlonimntben ÜDifferentialquotienten ift, fo l^aben toir gefel^ (®. 54), 
bag: 

^Vdx = fp -\-^(p'dx 

\\i, tt)o in 9 fein ÜDifferentiafquotient bon einer l^öl^em, ate ber (n — 1) ten 
Drbnung borfommt - 

©ne fotd^e 9tebuction ift aber in bem borßegenben gaHe nid^t 
au^fül^rbar. — ÜDenn fe^jt man: 

jl^Vdxdy = 9? + jjfp'da-dy, (I) 

\\>o q) nur einfädle 3ntegra(e enthält unb fid^ blo^ auf bie 3ntc* 
grationögrenjcn bejiel^t, unb man nimmt bon beiben ©eiten biefer 
®(eid^ung nad^ bcn früi^crn 9?egc{n bie 3Jariation; fo ift Kar: bag 
ber ßoefficient bon dz unter bem bo^jj^elten 3ntegraljeid^en auf 
beiben ©eitcn bcrfelbe fein m\i% — 3Q3enn nun V bon ber jtt)ei* 
ten Crbnung ift, fo ift g?' bon ber crftcn, unb fotgtid^ ift in fetner 
3Javiation ber (Socffirient bon H imtcr bem bo)>|)e(ten integral* 
jeidj^en eine lineare guuction bon r, «, f. §ierau« fielet man, baß 
bie Sluna^me (f) unjuläffig ift, ioenn 9, biefe ©rögen in einer 
l^ö^eru, atö in ber erften "ißotenj entl^ätt — 

SBenn aber V bon ber gorm (H) ift, fo ift (eid^t erfid^^ttid^, 
bag Ä im äßgemeinen ein ®Ueb bon ber gorm: 



entl^aßen tovch, unb folglid^ ift bie 9{cbuction bed betrad^teten !Do))' 
))enntegra(ed auf ein etnfad^e^ im 9(((gemeinen unmöglid^. 

»cif^)ict 1. 

116. SKan foß bie gönn ber Function z fo bcftimmcn, bafe 
ba« bol)j)cttc 3ntcflral: 

JJ(P^ + ^y — z)*dxdy 

ein aßa^rimum, ober ein SDtinimum toirb. 
4)ier ift: 

Z= — rnCpx -{■ qy — 2)"*'"S 
F* = mCpx 4- ^y — s)"'~*a:, 
Fy = iwCpx + qy - 2)*-*^, 

r,«=:0, F,y=0, Vy2Z=:(), 

dx 



= m (px -^-qy — s)"»"^ -\-m,m^i (px -^qy — 2)"*" ' (rx'^-^-sxy), 



dV 

—-S. ^^fi^Qpx-^qy — 2)"^* -|- m . fw — 1 (px -{- qy — zy^ Csxy + <y^) 

unb toenn biefe SEBertl^e in bie ©leid^ung: 

ß = 

fttbftitttirt tocrben; fo erl^äß man: 

3 
rar«+2«ary + «y2+_-_ Cpx + qy - z^=: 0. (a) 

Um biefe leftte Oleid^ung jn integriren, fe^e man: 

u=px + qy—'Z, 
fo ergibt fid^ boraud: 



f otgßc^ : 



du , du I ^ . 
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® ubftituirt man biefen SBcttl^ , f o toic bie t)on ;>ar + gy — z In Wc 

3 
®(eic^ung (a), unb fc^t n für r--; fo finbet man: 

du , du ,^ 

Sßenn man biefc paxtitUc. !X)ifferentia(g(eid^ung erfter Otbnung 
auf ble 8cn>81^n(ic^e SSJeifc tntcgrirt, fo befommt man: 

Ober mm man fiir u feinen SEßertl^ p:r + gry — « feftt: 



px + ^y — z = x*'F(^y 



S)ied ift n)ieber eine J)artlcüe !DlfferenttaIgteid^nng erfter Orbnnng, 
toeld^e burd^ ba« gettjß^nüd^c 3Jerfa^ren integrirt koerben fann, fo ba| 
man mithin afö t)o(tftänbige^ 3ntegral ber ©(eld^ung (a) erl^ätt: 

SaJir lootten nun bie in biefer äuflöf ung enthaltenen arbiträren 
Functionen nad^ ben i?orfommenben berfc^iebenen 55aten ber aufgäbe 
beftimmen. — 

(1). SBtr nei^men gunädj^ft an, ba§ bie gormen ber ®rcnj* 
fimctionen q), t gegeben finb, fo ba§ g. S. bie 3ntegration«grenjen 
fo genommen toerben foKen, bag ba« integral bie ®renje ber ®unmie 
ber S(emente: 

für ade äBertl^ef^fteme bon z unb y au9brfl({t, für miäft bie gunc« 
tionen : 

(a: — a)2 + (y — 6)« — c'» 

berfd^iebene ^t\i)tn befommen. - Slföbann ift <^.y==0; unb bie 
erfte ber ©(eid^ungen (C) tt)irb: 
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ober totm für F^, Vx ifftt SBcrtl^c imb für ^^ fcht an^ einer bcr 

©leid^ungen : 

(^x — a)2 + (y — 6)2 — c« = 0, 

(X — o)2 + (y — 6)« -c'2 = 

abgeleiteter SEßertl^ fu6ftituirt werben: 

m(px + qy - 2)-^» (y -h^^^Iir) = ^' 

toeld^e ©feid^ung für jebe Sntegrationdgrcnje ftattfiuben mu§» — 
!Diefer ©leic^uiig toirb genfigt, totm man enttDeber fefct: 

px + gy — z^o, 

ober: 

!' + ^^ = 0. (,) 

f)infi(i^tö(i^ bcr legten ännal^nte i[t jn bemerlen, baß ble ®(cidj^ung 
(c) naä) ber ajoraudfcfcnng unabhängig bon x ftattfinben nm§, 
unb bag y hU>^ einen ber beiben SBertl^e: 

l^aben vm^, fo bag bnrd^ (/*) jn^ifd^cn x unb y eine xttjcite ®fci^ 
d^ung aufgefteüt h)firbe, \r>a^ unjuläffig ift. — SDicfc SJorau^fefeung 
unbeaci^tet getaffen, betrad^ten toxx atfo btoö bie erfte: 

px -\-qy — 2 = 0« 

SaSenn toir für p unb g il^re an^ ber ©(eid^ung (b) gejogenen 
SSSert^e fubftituiren , fo ergibt fid^ , bag bie ©teid^ung : 

px-jr qy -^ 2 = 
gleid^bebeutenb ift tnlt: 

r(J)=o. 

J)iefe ®ebingungdglcid^ung rebucirt bie ®(eid^ung (b) auf: 

18» 
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U)a6 allgemein geben U)ürbe: 

px + qy — z=:0, 

nnb mitl^in: 

6« ift aber leidet einjufel^en, ba§ biefee Wefuftat nid^t ton bcr 
flett)ä^ften befonbcrn gönn bcr ©renjfnnction, fonbem hM bat><m 
abl^ängt, baß fic nur eine gunction bon x unb y ift — SBenn alfo 
bie gönn ber (Srenjfunction gegeben ift, abcrbie Orcnjtoertl^e bon 
z unbeftimmt bleiben; fo geftattet ba« gegebene beftimmte Ontegrol 
toeber ein SKafimum, nod^ ein SWiuimum. — 

(2). SBir tootten nun annel^men, ba§ oud^ bie ©renjtoertl^ bcn 
2 gegeben finb, inbem j. Sß. bie 3ntegrationdgrenjen fo gcnonuncn 
werben: bag bad beftimmte 3ntegral bie ©umme bcr (gtemcntc für 
alle äBertl^c bon a: unb y au«brü(Jt, für toeld^c bie Functionen: 

^^ + y^ — öS a:«+y« — o'« 

bcrfd^iebenc 3^*^^^ befommen; femer: bag für aßc SBertl^e bon 
X unb y, für toeld^e bie crfte biefcr Functionen bcrfd^toinbet, s 
ben conftanten 33}ert^ c befommt, unb enbßd^: ba§ für alte SBcrt^ 
bon X unb y, für toeld^e bie gtoeite Function berfd^loinbet, % 

ben conftanten SBertl^ c' erl^äft. — ©efcen toir < = ^, fo l^abcn toir 

X 

für ba« crfte ©Aftern bie ©(eid^ungen : 

Ä = c, yz=ztx, 

toorau« fid^ burd^ ©imination bon x, y, 2 ergibt: 

äluö ben ©teid^ungen: 

z =z xfCt} + x^ FCt), y^tx, 
z = c', x^ + y'^ ^ a^ 

flnbet man ebenfo: 
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c = 



^r[ö+(7(rm)"w 



8Bfen totr bicfe ®tei(i^ungen für f(f) «nb F(«) auf, fo eri^aüen »tr: 



«'>=5^=ri^''«+"'' 






©ttbftitutren »ir bicfc Sertl^e in bic ©(cid^ung: 

imb fe«en für e feinen SBert^ |; fo ermatten U)ir enbßc^: 

iaa''' — a'o- ) 2 = ica'^ - c'o- ) |/(y«+i:2)+(c'a- co')C»Ha:-)^ . (a) 

Setrad^ten toir jefet ben gaü, too nnr eine ©renjfnnction bot^ 
l^anben ift, nnb e« fei j. ©• nad^ ben Sebingungen bcr Slufgabe ba« 
flegebene Sntegrat auf alle ©crtl^ef^fteme bon x unb y ju erftreden^ 
toüäft bie t^unction: 

neaatib maAen. 

3 

©efet man für n feinen SBertl^ -p-— -; fo »irb bie attgemeine 
Slupfuna (b): 



-0+"^KJ). 



unb toenn man nad^ biefer ©leid^ung ben äBertl^ »on: 

F= (px + gy — 2)"* 
bilbet; fo finbet man: 



-={T^T'^-\m- 



5Run mug aber nad^ bem frül^er ®efagten jebe 3luflöfung Der* 
iDorfen toerben, toeld^e biefen SBertl^ für irgenb loefd^e jtoifd^en ben 
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3ntegratioudgrcnien Itegenbe SBert^e t)on x unb y unenblid^ tnad^t 
— ^enu atfo -r—— ncgatib ift, b. ^* tt)enn m jtDifd^cn — oo unb 
0, ober jtoifc^cn l unb +00 liegt; fo ift offenbar y = 00 fflrz=0, 
y = 0, ioofcm nic^t F^^Wo ift für aße SBcrtl^c bon^.— SJeim 
a(fo in biefem S^Qe ber 2i^ei( ber allgemeinen Slufldfuug, U}crin 
jp(- j borfommt, ^intoeggclaffcn ioirb; fo toirb bie ©teic^ung (b): 



-o- 



unb eö ift leicht einguf el^cn, baß bie S3ebingung : e« muffe 2 = c fein, 
tocnn x^ + y' — «2 -= ift, bie lefete ©leid^ung auf: 

rebucirt. -— 

q 

3Bemt bagegen ._ Jjofitib ift, b. 1^. m jtoifd^en unb 1 

3m 

liegt; fo toirb a:*~« für feinen jtoifd^en ben Sntegrotion^grcnjen 
liegenben äßertl^ bon or unenbüd^, unb man fann mitl^in für -^(-) 
iebe beliebige Function fe^en, tocld^e jtoifd^cn biefen ©renjen nid^t 
unenblid^ toirb. — Stimmt man eine fold^e Function für J^f-)» fö 

toirb bie anbere arbiträre ^Junction f(^^ toieber burd^ bie S3ebin^ 

gung bcftimmt: baß 2=c fein muß für «'+^^ = 0^. — 8luf 
biefe SBeife erl^ält man ba6 SRefultat; 



a 



-^^^,^<l)K-©' '•' 



3 

tüenn n für-p£ — gefegt tt)irb, unb ift bie einjige reelle enblid^e 

Sluflöfung. — 

(3)* SBenn V feinen I;i}l^crn SDiffcrentialquotienten atö bon ber 
erften Orbnung entl^ölt, fo berfd^toinbet bad ©lieb mit dy bon felbft 
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aM ber crftcn bcr ©leid^unflen (C). ©er b ritte goU ift alfo l^icr 
tdäft antoenbbar* — 

(4). ßnblid^ tooUcn toir annel^men: baß bic gorm ber ©renj* 
fmtctionen nic^t bireft gegeben ift, fonbern erft burc^ (Sflmination 
t)on z }tDifci^en ber ®lrid^ung (a) unb ben ©(eid^ungen: 

2 = co: -f- &2f + <^> 

z=a'x+b'y + c (0 

beftimmt koerben tm^. — !X)ie ©(eid^ung: 
ober: 

{F+ Vs(p - 1>) + Fy(g' - q)\o = 

auf @. 272 toirb in biefem gaUe burd^ ®ubftitutton ber SBerti^e bon 
V, V, unb Fy: 

Ci>x4-^y— s)*+ mCpa:+^y— 2)"-* {Cl>'— l>)a: + (^'— ^ly j =0, 

ober tpenn ber tjactor: 

ipx + qy — zy-^ 
l^inU)eggeIaf[en U)irb: 

(l — m) ipx + ^y — ») + wC;?'a: + qy — 2) = 0. 

©efet man für p, ^ il^re ayx^ bcr allgemeinen 5lufUfung (b) gejo^* 
genen SBertl^e, unb für p', q' i^re au^ ber crften ber ®teid^ungen 
(f) abgeleiteten SBertl^e; fo toirb bie lefete ©leid^ung: 



(2 + m)afF(J) = fiic. 



©eftt man toieber - = «, f l^at man : 

z=xf(t) + 3rF(t\ 
2 = (a + 6«) a: + c, 
(m + 2) 3^ FCO = mc. 

SBenn man ber ftürgc tocgcu fefet: 

u = AO, v=F(t) 
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unb «, rar» diminirt; fo finbct man: 

2c ( 



X = 



m -f- 2 u — o — bt* 



©ubftituirt man bicfcn SSJertl^ für o: in bie brttte ber obigen @{eu> 
df^nngen, fo befommt man: 

2" 
(w — o — 60" = — (wi + 2)*-"c^> t;* 

m 

2luf äl^ntid^e 3Beife ergibt fid^ an« ber jtoeiten ber ©Icid^ungen (f): 

(m — o' — h'ty = — (m + 2)* - c'"-* v. 

m 

^u« biefen ©teid^nngen erl^ätt man leicht: 

»-1 n— 1 



c' » (o+60-c » Co'+&'0 



n-1 i»— 1 

c' » — C » 



t; ^. m (m + 2)- M —^ ^^ { , 

nnb hieran«: 



M— 1 n— 1 

_ c~»" (qa? + 6y) — c~^ ia'x-\-h'y) 

«—1 n-t 



C " — C " 



+ ^(^ + 2)- ji^^i^i^^ 

I 2(c'» ~c-) j 

e« ift nid^t fc^toer einjufel^en, baß biefe Slnflöfnng bnrd(! eine (Soor^ 
binatenbcrtanfd^ung anf bie gorm: 

gebracht toerben fann. — 

gür n = — 1 toirb bie aKgemeine Slnflöfnng (b) unbrand^bar, 
n)cit fic atebann nnr eine arbiträre gnnction entl^ält. — 2lber toenn 
man mit f^^ecietter öejiel^nng anf biefen gatt integrirt, fo fielet man 
leidet ein, ba§ bie toal^re Slnflöfnng folgenbe ift: 
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SDicfcr gaö cntf<)rici^t: 

^ = (l>« + « — »)~*^ 

unb c« ift mit feinen ©d^toierigfeiten t)erbnnben, nad) ben S3ebin== 
gungcn bcr aufgäbe ba^ borl^in gqcigte S5erfal^rcn gur SJeftimmung 
arbiträrer gunctionen barauf angutocnben* — SäJenn bie ©rengfunctio^ 
nen fmb: 

ar^ + y« — aS ar«+y«~c'« 
unb c, c' bie ©renjtoertl^c bon z ; f o ift baö JRefuItat t)on ber gorm : 

©eif<)tcl 2; 

117. 3ltt eine aügemeinere Slufgate biefer 5lrt fei biegorm ber 
gunction z fo jn beftinunen, bat ^^^ 3ntegrat: 

JJ/^Cpa: + yy — Ä)dfjrrfy, 

toorin f eine ganj beliebige gunction bebeutet, ein SKafimunt, ober 
SWinim um toirb. — 

©efet moxi in biefem gälte u = px+ qy— z, fo l^at man: 

Z=-f'Cti), Vs = xfu, Vy=yf'(u). 
<£>xt ©leid^ung: 

a^O, ober z-^^^ = 

ax ay 

koirb mitl^in: 

^ ^ dy ' f'\u) 



X 



dx 



aaSirb bicfe ©leid^ung auf bie getoöl^nlid^e Sßeifc integrirt, fo pnbet 
man: 

ober enbfici^, toenn ffir u f ein S93ert^ gefegt toirb: 
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px + ,y-.==r-^\-^<p(r)\. 



S)iefe ©(etd^ung, tpeld^e b)ie eine ))artteQe S){fferentta(g(d(i^ttng erfter 
Drbnung integrirt toerben lann, gibt: 

Jporin mdf ber 3ntcgratiou in fflejug auf x für a nod^ fein SBertlJ: 



gefcfet werben mag. — 

SBenn ba^ gegebene integral toäre: 

JJZ (par + gy — 2)(ü:dy, 

fo toärc bie 5luf][i5fung, toie man teic^t fielet: 

z = »:'<p(f ) + »<!) . (b) 

3)iefe« JRefuttat ift in bcr oßgrateinen ätuflöfung (b) auf @. 280 
nic^t enthalten; benn foKtc bie (cfete ®(eid^ung (b) mit ber oUgemei« 
nen ^ufl&fung: 



. = xV.(J) + *-^(|) 



ibentifd^ fein, fo müßte notl^hjenbig n = 3, a(fo: 

m= •:= 

n 

fein, tt)a« ein offenbar unjutäffiger 3Bert]^ ift — 

S5etf})iet 3, 

118. SBcnn ft eine beliebige Function bon x, y, z ift, t fo ju 
beftimmcn, baf ba6 3ntegral: 

jjii(px + qy- z) dxdji 

ein ajiafimum, ober ein äÄinimitm totrb. — 
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mtb He ©(dd^ung: 

Ä = 
ta>itb folgtid^: 

dx^^ dy^ dz ^ 

SBcnn btc gegebene Function ft eine l^omogene bed n ten ®rabc^ 
toarc, fo toäre biefe ©teid^ung gleid^bebeutcnb mit: 

unb fönntc alf o nnr bnrd^ ft =- erfüüt toerben, toenn nid^t n = — 3 
toare, in toeld^em gaüe bie ®(cid^ung eine ibentifd^e toäre.*) — 

©cif})iel 4 

119. ^ bic gmtction 2 eine fofd^e gorm ju finben, bag bad 
integral: 

///(;>' + q'')dxdy 

ein ÜBafimstm, ober ein äKinimutn toirb. — 
$)ier ift: 

unb bie ©teid^ung: 

ß=KO 
toirb: 

g'r — 2pq8 + p2« = 0, (a) 

tt)ot)on bod integral belannäid^ ift: 

y^xfz+F%. Cb) 

(•)♦ 3^^^ iDoKen tpir annel^mcn, bag bic ©renjfunctioncn q>, 



*) Segen einer breiteren SCudeinanberfe^ung biefed Satte« «»ergt j(a:|). 10. 

19 
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V^ gegeben finb — unb c« fei j. ©. ba« 3ntegral auf aUt fficrtJ^ 
f^fteme bon x unb y ju crftredcn, toetd^c ben Functionen: 

ar^ + y* - a' unb ar« + y« - a''« 

berfd^iebenc ^üöfcn geben; fo ift Sy = 0, unb bi€ crftc bcr (8to 
drangen (C) rcbucirt fidj^ auf: 



v,-v,^=o. 



dx 



ober für F;r, Fy unb ^ il^re S33ert^e: 



unb 



gefefet, auf: 

par + gy = 0. 

©ubftituirt man für p unb q il^re au« ber ©kid^ung: 

y = a:/^(2) + F(z) 

abgeleiteten SBertl^e, fo toirb biefe ©ebingung gteid^bcbeutcnb mit: 

Fz={). 
JDie allgemeine Slupfung rebucirt fid^ alfo in bicfem goüc auf: 

y = 3t fz, (c) 

too bie Function f \xribt\i\vxmi bleibt, toeit bic ©ebingung: 

offenbar aud^ an ber jtoeiten 3ntegration«grenje erfüllt toirb* — 2)ie 
burd^ bie 9iatur ber 2lufgabe gegebenen S3ebingungen finb alfo ^ier 
nid^t un abl^ängig bon einanber, Slber toenn bic gtoeite Function 
nid^t biefelbe gorm ptte, ate bie erfte, fo toürbe bie ®leid(^ung 
toieber beftimmt. — SBenn j. S3. bie jtoeitc ©rengfunction folgcnbe 
tt)äre: 



(:-)'+©'-'. 
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mib mm bräd^tc bic oDgcmeinc äupjfung (c) auf bic gorm: 



z 



=p. (I). 



auf toddft fic bcnnögc ber ©cbingung F=0 gcbrad^t tocrbcn fann; 
fc liege fid^ leidet »eigen: bag ben SJebingungen ber 2(ufgabe nur 
burd^ bie ©(eic^ung: 

z = c 

genfigt toirb; aber ba atebann F=0 totrb, fo gibt e^ lein enbfid^e^ 
SKajimum, ober SKinintum. — 

3u einem äl^nlic^en SRefuftate gelangt man, njenn ba^ Sntegrat 
auf alte äöertl^e bon x unb y erftredtt njerben mug, toetc^c bic 
gunction : 

fpi = («' + y'^ - o') 
negatib mad^en. IDenn toenn man au^ ber ©teid^ung: 



=^■(1)' 



auf toeld^e bie allgemeine 5lupfung toieber gebrad^t toerben lann, bic 
S33crt]^c bon p unb q ableitet; fo erl^äü man: 



y(p' + 3'3 = ^^(H-|l), 



unb tt)ie frül^cr erl^ellet atöbann, ba§ fi =0, unb fotgtid^ f^=z=c 
ift - 

(2). 3Bir tootten nun annel^men, bag auc^ bie ©renjtoert^c bon 
z gegeben finb, unb baß j. So. für: 



unb für: 



a:«+y2_o«=0 ift: %-m^, 



x'^ +y^ — o'2=:0 ift: z=m'^. 

SBenn man a: unb y mittetft ber bciben erften ber testen ©kid^un^ 
gen au« ber attgemeinen Sluflöfung: 

y = xf(,z)-\-Fz 



292 

elintinirt, fo erl^äU man bie 9te(otion: 

vxHb e&enfo tnittelft bec betten (e^n btefec ©(eid^niigen: 

88ft man tiefe ©letd^ungcn für f{z) unb F(z) auf, fo ftabet man: 

p.(,)^ aa'(m-m')s 



ff 



am^[m"^ + 2^) — a'm ^(m* + 2^) 

unb mithin toirb in bicfent S^Ue bie boQftänbtge Siuflöfung burd^ bie 
©(eic^ung : 

\am^{m'^ '\'Z^) — am'^(rn'* + 2')}y 

=o||/(m"'+2«) - oV(m'+2'^)} zx + aaCm--m')z 

gegeben. — 

120. Slufgaben über rclatibe SKajima unb Wtinxma toer* 
ben ganj mäf benfetben ^rincipien bel^anbeö, toic früher bei 8u«* 
brüden mit einfad^en Sntegraten. — 3Bcnn j. 33. berlangt »ürbe, 
bie gorm ber gunction z fo ju beftimmen, bat ^<^^ Sntegral: 

SJVdxdy 

ein Sffiajimum, ober ein SD? in im nm toirb, unb jugfeid^ ein anbete« 
integral : 

SSrdxdy 

einen gegebenen conftanten SSSertl^ befommt; fo brandete man fflr 
z nur eine fotc^c gorm ju fud^en, toetd^e ben Sluöbrudt: 

rj Vdxdy + mjjV'dxdy 

ju einem SWajimum, ober SWinimum mad^t, inbem man bie »iU^ 
liirßd^e ßonftante m loieber toie früher burc^ ben gegebenen ®ert^ 
bc« jtoeiten integrale« beftimmt — unb übrigen« ganj toic in bew 
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^Qe eittee aBfoIuten SRafimum«, ober SDlinimume t>tx* 

\&ffTt — 

!Dcr ©ett)ci«, ba^ bcr unbcftimmtc gactor, toomit ba^ jtpeitc 
integral multi<)fidrt tocrbcn mu^, eine 60 nft ante fein mug, ift bem 
in 9{r. 61 gott} S^niiäf. ~ S)er ®runb baV)on liegt barin: ba^, ba 
Ue }U erffiKenbe @(ei(i^ung i)on ber ^o^in ift: 

JJ..* V'dxdy ... =c, 

ber uttBeftimmte gactor, h>omit fie mu(ti})Kcirt ift, au^erl^alJ be« 
Sntegratjcid^en^ ftel^t — Denn ba ba« gnbtcfultat ber beftinnn^ 
ten Integration eine conftante, b. 1^, bon a-, y.,. nnabl^ängtge 
®r5^c ift; fo ift Kar: bag eine ®(eic^nng bon ber gorm: 

nitr bei einem conftanten ffiertl^e bon X ftattfinben fann. — 

IDaffelbe ergibt fid^ aud^, toenn ba« beftimmte Sntegral al« eine 
©umrne bon ©ententcn i^ixaäfkt loirb. — Die SJebingnng«gIeic^ung 
ift atebann: 

V'idXidyi • • . + V'zdxQdyz • • •+ V^dx^dy^ • • • + &c. = consi, 

tt)o V'i, F2, ... bie SBertl^c bon V' finb, toetd^e ben berfd^iebenen 
SBertl^ef^ftemen : 

entf<)red^en. — SJhiltijjßcirt man bie tetäte ©leic^ung mit einem unbe* 
ftimmten Factor X, fo erl^äö man: 

X(^V\dXidyi . . . -f- V'idXcidyi . . . + V'^^dx^dy^ . . . +&C. — c)=0, 

unb ba A offenbar mit m in ber ©teid^ung: 

JJ* ♦ • Vdxdy . . . + rwJJ. . , V'dxdy 

ibentifd^ iftj fo f)at X für alle bie ©rSfen: 

F'„ F'a, y'3. &c., 

b, ]^* für aüe ©ertl^e bon ar, y, .., benfelben 338ertl^, ift alfo 
conftant — 

121. gine anbere 2lrt relatiber SDiajima unb SWinima 
ift bie, U)o fid^ ba«3ntegra(, toeld^e« einen gegebenen SBertl^ l^aben 
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mu^, nur auf bie Sert^e k)on or unb y begiel^t, todd^e bet ®ttai* 
gteid^ung : 

g>(ar, y) = 

genügen, unb n)etc^ed folglich ein um eine (Sinl^eit toeniger I>ielfad^e9 
3ntegra( ift, atd bad ju einem äßa^cimum, ober SUtinimum }tt 
mac^enbe SntegraL — 

Btöifc^cu ber S3e^anbfungdart biefer unb jeber anbcm ®attung 
relatit)er SDZajima unb SWiintma ift lein toefentfid^er Untcrfd^id). 
ÜDie 93ariation be^ 3ntegrateö, njetc^c^ einen gegebenen S&ttÜf 1^ 
ben foU, toirb lieber mit einem unbcftimmten conftanten gödw 
mu[ti)>(icirt unb bad ^robuft ju ben ©ßebem obbirt, meldte in bec 
S5ariation be^ urfprnngKd^en Sntcgrate« nid^t mit bem bicCfac^ften 
3ntegratjeid^en belauftet finb, njorauf bte 5lufgabe toie in bem getoJ^n* 
lid^en 'S^üt bel^anbeü unb bie njiülürßd^e Sonftante mittclft be« ge^» 
gebenen antegratoertl^eö beftimmt toirb. — 

ffleif<)ieL 

SU finben, 



t_f t 



toelc^e ba^ beftimmte 3ntegral: 

einer gegebenen ©rö^e gleid^, unb jugleid^ ba« Sntegrat: 

JJ(2 -px — qy) dxdy 

gu einem äWafimum, ober Sffiinimum mad^t. — 
$ier ift: 

unb mitl^in: 
Z=l, F. =^^4- ,,Jlo^ . Vy^-y+ ""^ 



Seitet man l^ierau^ bie äöertl^e bon ^ — , -f^ ob, fubftituirt fie in 

bie ®Ieid&ung: 

^ dVr. dVy _ 

£j ~j~ — ^; 

dx dy 



295 

3 
uttb fcfet bcr ftftrje tocgcit m= ; f o crl^att man bie ©teid^ung: 

}V — 2p9« + p'« = fw(pHg^)^> (a) 

»cld^c pd^ tdd^t via6) ber getoö^nltc^cn SWct^obc intcgrircn täft, rnib 
gttt: 

Unter bcn bcrfd^icbcnen gättcn, toeldf^c l^inftd^tUd^ ber ffleftim* 
nutng bcr arbiträren Functionen borlomnten fönnen, toäl^tcn toir ^ier 
ben wÄ, IDO bie ©rengfunctionen burc^ Elimination oon z }toifd^en 
bcr ©(dci^mig (b) unb jcber ber ©leic^ungen: 

x' + »^ + a" = A», 

(c) 
ix + zy+iy + z)'' = B'' 

crl^aften toerben. ©eftt man bie SSSertl^e bon F, F,, Fy in bie 
©(eic^ung: 

F+ F, Cp' - !>)+ Fs, (g' - (z)0, 
fo belommt man: 

2-l>a:--(z» + ^^,^^,^-0. (d) 

aber Ott« bcr erften ber ©leid^nng (c) folgt: 

= — - q= — -> 
mithin ift: 



^ z ^ z 



Z'-p'x — q'y ——, 

unb bie ©teld^ung (b) giJt: 

J? + ^1 (g) 

y + ^»(g) 

^ {«+*! Wj ^'i W + {y +*2(2) j^f^'aCz) * 

©uBftituirt man biefe ©ert^e in bie ©Icid^ung (d), fo toirb fle: 
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ober: 

xtfiis) + yMsO = 8« — |A'. 

^tetaud unb aü9 ber ©tetd^ung: 

(x+*,(z)|»+{i, + *j(,)}»=-i5 

tft leidet ju crfc^en, bag man jWlfd^cn ^i unb ^2 Wc {Relation fyxti 

aSerfä^rt man mit ber gtoeitcn ber Olcid^ungen (c) eBenfe, 
unb fetät ber ©nfac^^cit hjegcn A = B; fo finbet man: 

ßeitet man au« biefcn ®feid^ungen bic SBcrtl^c »on V'iC«) unb ^.^ö) 
ab, unb fubftituirt fie in bie (Steic^nng (b); fo finbet man cnbß^: 



fnr 



too: 



rj 8 . 8a« 



ift, unb bie Sonftante m toirb burd^ ben gegebenen Sßertl^ M 
Sntegralc« : 

beftimmt* — 

Aufgabe 11. 

123. 3Benn z eine gunction bon a: unb y ift, toetd^e ber ®lei* 
d^ung: 

D.JjVda:dy=:0 

genügt, ju beftimmen, toelc^e toeitem ©ebingungen erforbcrßd^ fteb, 
bamit ber entf|)red^enbe SBert^ be« 3ntegraleö ein äßaj im um, ober 
ein SDiinimum toirb. — ^ 

$luf(. äBie in bem gatle eine« einfad^en integrale«, mtt| bie 
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Itoeitt Variation ftetd baffe(be ^ddftn itUfoHm, todd^e mit ben 
SBcbingungen ber Slufgabc berträgüd^c gorm man bcr aSariation iz 
avi(ff geben mag. — SBir tooKen, tote in äufg. V in ^ap. 3, jtoifd^cn 
bcm gälte, too e^ fid^ um bie äJariation ber Orengtoertl^e bon z unb 
feiner IDifferentiatquotienten l^anbeft, nnb bem gaüe unterfd^eiben, too 
bic Variation in ber atlge meinen gorm ber Function in Setrad^t 
lommt — unb, inbem toir unö auf bie S3etrad^tung be^ legten galtet 
bcf darauf en, annel^mcn, bag bie ®renjU)ertl^e Don: 

.dz . dz 

y, z unb -j- ober -r- 

^ dx dy 

gegeben finb. — 2ltebann oerfc^njinben alte ©lieber augerl^alb beö 
bo<)<)etten Sntegraljeid^en^, unb bie jtoeite 35ariation beö betrac^^ 
tcten 3ntegrate^ tohrb offenbar: 

+ 2 S'^'«'+2 S*'-''*+ 2,^«rc5p + 2,^^ar., 

d'^V d'^V /7'V d'^V 

(g^ fommt atfo barauf an: bie in (A) borfommenben loitßürtid^en 
35ariationen, bei einer fd^idtlic^en gorm oon Jz, fo gu beftimmen: 
bag ber Slu^brudC (A) ftet^ )3ofitio, ober negativ bleibt, oorau^=^ 
gefegt: 1) t^ag ba^ '^tx^tx^ be^ ßtementeö ober ber ©riJge unter bem 
Sntegraljeid^en in (A) nid^t unabl^ängig ift Don ben SSariationen 
Ör, a«, • . • unb : 2) ba§ fid^ ba^ 3ntegrat (A) nid^t auf ein anbere^ 
rebudren Iä§t, ttjorin ba^ 3^^^^^ ^^^ (Stemente^ oon biefcn SSaratio^ 
ncn unabl^ängig ift — 3m erften gälte mug ba6 Sntegrat (A), 
al« eine quabratifd^e Function oon fed^^ inbe^jenbenten SSeränber^ 

i9» 
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Ud^en betrad^tet; unabl^angtg i)on ben Befonberett fBktßtm bcr 
barin t)ortomnienben 93eränber(ici^en, baffetbe ^üifm bifyoiüm — 
mug fid^ alfo auf bic gorm: 

A iiz + a'ip + a"rffl -f- &cO^ +B(dp-\- ßdq + ftc.)« l 

. +&C. 1 (B) 

bringen laffen, too il, B,...l alle baffctbc 3«^wi l^aben. — 

3m gtoeitcn gatte, too baö 3ntegral auf ein anbete« rcbudö 
toerbeu lann, toetd^eö ber crften iöebingung genügt, ift einleuc^tcnb, 
bag ba« Slcment be« jtoetten 3ntegrate« bon bem be« erften um eine 
®röße öerfc^icben tft, toeld^c bei bcr bcfämmteit Integration jmn 
9$erfc^U)inben gebrad^t iDerben lann, b. 1^. um etne®r9ge, toetd^eon 
unb fiir fic^ intcgrabet ift. — @oö atfo biefe öebingung erfüllt 
tperben fönnen, fo mug \icif bie ©rSge unter bem 3ntegra(idd^en in 
(A) in brei anbere jerlegen (äffen, iDobon bie eine nad^ x, bie onbere 
nad^ y integrabel unb bie britte fo befc^affen ift, bag ber crften öe* 
bingung genügt tt)irb* — !J)a aber bie Slntoenbung biefe« ®a|e« auf 
ben t)orliegenben gatt gu fel^r toeitfdf^id^tigen gormein fül^rt, fo be* 
fd^ränlen toir un« l^ier barauf, ba^ toir b(o« bie U)id^ägften Sßomente 
unb SRefuÜate be« SJerfal^ren« angeben. ~ 

(I). yiaäf bem borl^ergcl^enben @aftc nel^me man: 

_j,. + _rf,. + _,,. + &e.=_ + ^+js:, (C) 
fo ift leidet einjufe^en, baf F unb Q fotgenbe formen ffäbm muffen: 

(2). !Differenjirt man bie erfte biefer ®(eid^ungen nad^ x, bie 
jtoeite nad^ y, unb fubftituirt in (C); fo pnbet man: 



. 



dr' ' ds^ 'dt' ' drds 



+ &C-, 
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»orte bic ßocfflcicntcn bcr Quabratc unb ^robuftc bcr SSartationcn 
Joon bcr ffiäfftm Dtbnung biefclbcn finb, »ic in (A). 

(3). ©a ba^ S^(ifm t)on K t)on ben barin borlommenben 35a* 

• riationcn Sr, äs, .•. unabl^ängig \% fo mug fid^ K auf biegorm 

CB) bringen taffcn, toa6 fünf öebingungen gibt, toot)on jtDci offen* 

tor bon ben unbeftimmten ®rögen «, jS, . . •-, «', /3', . . . unabl^ängig 

ftnb, unb au^brücfen: bag ba« 3^^^^" ^^^ ^ol^nonte^: 

_.a^2+_a,2+_^,2 

+ 20/^^'+2gZ,,,, + 2^^c^..e (D) 

i5cn ben SSariationen dr, ds, dt unabl^ängig ift — 

(4)* SBenn biefe Sebingung erfüllt tt>irb, fo erließet an^ (3), 

bag mittelft ber unbeftinmtten ©rögen a, ß ; «', /3', ..• nod^ 

brei anbtre iBebingungen ju erfüüen fmb — unb toenu bie^ möglid^ 
ift, ol^ne bag Ä'jtoif^en ben 3ntegration6grengen unenblic^ gemacht 
toirb; fo ift ber SBert^ be^ betrad^teten 3ntegrale^ ein 2Kaj:imum, 
ober ein SWinimum, jenad^ibem ba6 ^ol^nom (D) ein negati* 
15C«, ober ein ^)ofititje« 3^'^^" ^^^* -" 

©affelbe SSerfa^ren (ä^t fid^ aud^ auf fofc^ef^ße erftredfen, too 
r ÜDifferentialquotienten t)on beliebiger Örbnung entl^ält; aber ate* 
bann lägt ftd^ bie (Sleid^ung : 

in Slufg. I fo fetten integriren, bag e^ in ^jraftifd^er §infic^t ganj 
jtoedKo« ift, biefen ©egenftanb l^ier toeiter ju ijerfolgen* — 



aufgäbe IIL 

124. SSBenn V eine gunction ber inbe^)enbenten SSeränberfid^en 
X, y, z, fotoie ber Function u unb il^rcr ©ifferentialquotienten bi^ 
jur jtoeiten Orbnung incl ift, bie gorm ber gunction u fo ju be* 
ftimmen, bag ba^ 3ntegra(: 

Ü=JSSVdxdydz 

ün SKafimum, ober aßinimum loirb, inbem bie ©rcnjen be^3n* 
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tegraied fo (eftitntnt i[>orQUdgefe^t toetben, ba$ hcA 3ntegra( auf db 
SBert^e t^on ar, y; z crfttedt toirb, toelc^e ben JBebingungen: 

^0^> Vi 2)<0, *(a:, y. z)>0 
genügen. — 

9luf(. £)ur(i^ a^nlid^e ®6ßS\t, n>te bie (et einfati^en unb 
bo)>)>e(ten integralen gcmad^ten, ergibt fid^, ba| bie ©leid^ung: 

DZ7=0 

erfüttt »erben mug. — ©eftt man jur Slbfürjung: 

©=r. -2> y. ^qVy ~ — +2p— ^2q^ +p2.^ +^2«!: 

+ ^ dx +^ e?y ^^5^ ^^ ^ -^ 

0'= y.2+P'^'»+^'^y« -pF« + qVy^-pqV:^ 



nnb: 



rfx dy dz 



"^ tij:' "^ rfy« "^ (f2* ^ tfarrfy" "*" dxdz "^ dydz ^ 

fo tt)irb biefe ©(eid^nng nac^ bem für DZJ im borl^ergel^enbcn Äa))itel 
gefnnbenen S33ert^e: 

— {{(v^^ + ©<Jw + ©' ^^li'dxdy+SSS^Sudxdydz = 0, 
nnb jerfättt offenbar in bie brei folgenben ©leid^nngen: 

( Frf2 + 03« + 0' ^\= 0» (B) 

ß = 0. 
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loobim We crftc für aßc ©crti^c t>on ar, y, z ftottfbibcn mv^, toetd^ 
bcr ©leid^ttng: 

genügen, bte )tDeite für aOe ^cttfft, toelc^e ber ©(eid^ung: 

*(a:, y, 2;) = 

genfigen, unb bie britte für alle äSertl^e, totiäft ben 9ebingnngen: 

9(^> y, ä)<0, *(ar, y, 2) > 

©enfige leiftcn. — 

S)ie a3e^anbtung«h)eife biefer (Stcid^ungcn ift ber in ber öorl^er* 
gel^cnbcn Slufgabe ganj analog. — (Die ®(eid^ung: 

Ä = 0, 

toüäft offenbar eine J^artiette (Differentialgleid^ung bierter Drb^ 
nung ift, gibt bie allgemeine SRelation jtoifd^ien ber Function u nnb 
bcn tnbejjenbenten 35eränberlid^en x, y, z, unb bie übrigen Oleid^ungen 
bienen jur ©eftimutung ber in bem integrale tjorlounnenben arbiträr 
ten Functionen. — S33a^ bie Seftiuunung biefer Functionen anlangt, 
fo tooDen toir un^ toie in Slufg. I auf bie Setrad^tung be^ SaBc« 
befd^ränfen, too ba^ attgenteine Sntegrat ber ©leid^ung: 

nur arbiträre Functionen berfetben ®rö6en entl^ott — fo ba§ bie 
Slnjal^t ber arbiträren Functionen toieber tjollftänbig, b. l^* ber 
Orbnung^jal^I ber paxtxtütn (Differentialgleid^ung gteid^ toirb. — 

(l). SSBenn bie %oxm ber ©renjfunction (p gegeben ift, fo ift, 
toie in bem ^aUt eine« 35 o^j^) et integrale«, h)ieberfo = 0. S5te 
crfte ber ©leid^ungen (B) gibt alfo bie ©leid^ungen: 

01=0, e'i=0, (C) 

toeld^e in SBerBinbung mit: 

<p(a:,y, 2) = (D) 

2to>et ©(eid^ungen }toif d^en ben in bem 3ntegra(e ber ®(etd^ung Sl^O 
borlommenben arbiträren Functionen gibt, toa« genau tote in bem 
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SaQe eined !Do|>))€fintegra(e^ betoiefen tonb. — S)fmt ed f et bod 
dntegrol ber poxtküm £)ifferentta(g(et(i^ung i9on ber gönn: 

u — F\x,y,%, q>i (v, v'), q>2 Cv, v'), q>^ (v, v% q>4 (v, v% (E) 
»0 V, v gegebene gunctionen bon ar, y, ä jUib — j. ©♦: 

v = oir 4" ^ + ^*i ^' = ö'* + ^'y + «'»} (^ 

fo erl^olt tnon burC^ (Slunination bon u, x. y, x jtoifd^en ben fed^d 
(Sleid^ungen (C), (D), (E), (F) jtoci ©feid^ungen bon ber gotm: 

3ti>ei anbete ©tetd^ungen ergeben fid^ auf Sl^nßc^ SBetfe and ber 
anbem ©renifunction ^; fo bag man jufannnen bier ©(dd^nngen 
}ur ^eftimmung ber bier arbiträren Functionen 91, 927 9>99 74 
^at — ©nbftituirt man bie gefunbenen SBertl^e biefer fJuncHonen in 
(E); fo erl^ält man enblid^ ein beftimmte« JWefuttot bon bergorm: 

(2). SBenn ber ber ©renjfunction ^ entf^)red^enbe SEBertl^ bon 
u audl^ gegeben ift, fo tritt eine äl^nlid^e SDJobipcation ein, toie bie 
in 5Rr. 112. ©ie ©teic^nng Gi = faßt namßd^ toeg unb. e^ tritt 
bafür eine anbere ®(eid^ung an bie ©teile, loeld^e pd^ <kvA bem gege* 
benen SBert^e bon u ergibt — JDe^gteid^en, toenn ber ©renjtoert^ 
eined ber !J)iff erentiatquotienten : 

du du du 
dx ' dy ' dz 

cbenfaÜ« gegeben ift, fo fällt bie ®(eid^ung ©'i = aud^ toeg, unb 
loirb burd^ eine anbere erfefet, toeld^e fid^ an^ bem gegebenen SBertl^ 
biefcd !J)iflfercntia(quotienten ergibt. — 

(3). SBcnn enbüd^ bie gorm ber ©renjfunction 9 erft burd^ 
ßlimination bon u jtoifd^en ber ®(eid^ung (E) unb einer gegebenen 
beftimmten ®(eid^ung: 

ti = fiXy y, z) 

beftimmt toerben mn^ j fo finb bie SSariationen iu, iz bnrd^ bie ®tei* 
d^ungen: 
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az äz az 

J^erlnfi}>ft, unb, toic in htm gattc eine« bo))^)cÖcn integrale«, ift bic 
erfte ber ©teid^ungen (B) g(eici^6ebeutenb mit: 



".+6.(1-?) = «. 



fo bag man toicbcr biefcttc Slnjal^I öon ©(cid^ungen ^at, »ic jm)or. 
— 6^ ift mmötl^ig, biefe Unterfud^ung tocitcr fortgufcften, toeil ba^ 
Serfal^ren bcm jtül^cm bei einem I)o)>^)etintegratc ganj analog 
ift. — 3ebc ©ebingung, tooburd^ bie Slnjal^I ber burc^ (B) gegebenen 
©Icid^ungen löcnninbert toirb, gibt aud^ l^ier toieber eine l^inreid^enbe 
Änjal^t neuer ®(eid^ungen an bie §anb, tooburd^ jene erfeftt toerben. 



ao4 



«die« Stipiitl 

Jinmtn\>una Unr batiatxoMttißuna auf Btomtttu. 

B. Sluf !rummen Släd^em 

125. !l)ic äntpenbungen berSSartotion^rcd^nung auf bic I^corlc bet 
f rutttntcn gläd^en finb il^rcr SRatur mö} fcl^r bcfd^ränft; bcrai 
fcttft iimctl^alb bcr engen Orenjen, todd^e toir un« fd^on in SRt; 62 
gefegt l^aben, finb bie Mittel, toeld^e man }ur Integration pattitU 
Icr iDifferenttalgteici^ungcn befifct, fo bcfd^ranft, bag man im fUIge^ 
meinen ju leinen genügenben 9tefultatcn gelangen fann* — Dic^ Ijl 
aber ein SRanget bcr 3ntegral=* unb nid^t ber SBariation^rcd^ 
nung j benn bie Siegeln ber lefetem führen immer auf eine, ober me^ 
rere ©teid^ungen, toeld^e bie d^aralteriftifd^e ©genfd^aft bcr gefu<^tCB 
gtäd^e ober Älaffe t)on gläd^en audbrüden — unb c« ift atebonn 
bic Slufgabc bcr 3ntegratred^nung: bic enbtid^c ©Icid^ung ber* 
fetten jtoifd^en ben ßoorbinaten barau« abjuleitcn. — 

älufgabc L 

126. S)ic Irummc gtäd^c gu finben, für tocld^c ba« 3ntcgral 

ein aRajcimum, ober ein SRinimum h)irb, toenn ds ba« Sßd^en^ 
dement unb fi eine gegebene Function ber Soorbinatcn x, y, z ift. 
aiuft. ©c^t man für ds feinen SSJertl^: 

fo toirb ba« fragßd^c integral: 
c« ift a(fo: 
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toorottd folgt: 

z=A.+.'+,')|-, "-.'Tö+f+S' •'•=70+?+?;' 

ttnb ^ievau« burd^ ^Differentiation: 

dx ~'-^(,i-\-p*-\-q*\dx ■f'^d2y'T'f*(;i+p«-|-5«)| 

dy /(l +PH9-) Uv "^ ^ dzJ'^*'a+p-^-\-q'h' 
X>ie ©(etd^ung: 

^o; dy 
auf ®. 2fi6 toirb temnad^i: 

(A) 

utib gcftattet eine cü^nfid^c geometrif d^e 3nterj)retation, toie bte ®. 1 56 
Don ber entfj)rcc^enbcn Oletd^ung gegebene. ~ ÜDenn ujenn jB, R' 
bte §aupt!tiunmung^]^albmeffer berg(äd(^e bebcuten, fo ift fcefanutUd^; 

_1^ , J_^ (l+y^)r~?pgs4-(l+j>^)< 

unbtpeim «,/3,ybic fpifeen^infel begeid^nen, toeld^e bie 9iorma(c mit 
ben ßoovbinatenaf en mac^t; fo fann bic leftte ®(eid(^ung auf biegovm: 



R 



, t 1 / d/ii ada . du\ 



gcbrad^t toerben, au^ toeld^er ®feid^ung fid^ (etd^t ä^ntid^e 2:^eoreme 
ableiten laffen, toie bte früher bei frummen Sinien gefunbenen. — 3ft 
g. Sd, fi eine l^omogeue Function bc^ mten ®(iebe^, fo erl^ält man 
ein ö^nfid^e« ÜT^eorem, toie ba^ auf ©• 169. 

!E)enten toir un^ »ieber eine gtäc^e befd^rieben, beten ©leid^ung 
^=const. ift, unb in SSejug auf bicfe gtäc^e burc^ ben Slnfang^* 
|)unlt ju ber bon bem Slnfang^punfte nad^ irgenb einem fünfte 
bcr gläd^e, toctd^e jjiidS ju einem äKafimum^ ober Sßinimum 
vxadftf gejogenen ®eraben eine conjugirte ^bene gelegt *, fo ergibt fid^ 

20 
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genau tüie frfil^er (@. 168), mnn n bad itotfd^en biefer (SBene wä 
ber fruutmcn 3'lÄc^e Uegeube Stfid ber 92onna(e ber legten bqdd^^nd: 

b. ^.: Sßenn /i eine (omof)ftie Sunctton tn ten ®rabel 
Don x,y, z x\t, fo ift bie gläC^e, loeld^e bod 3ntegra( JJ/KtS 
{u einem SXojrliiium, ober SXiitimum maöft, fo befc^affen: 
bag bie ®umme ber reci)>roIen SBertl^e ber ^auptfrüm* 
mungd^albmeffer beut m fad^en xtcipxottn SBert^e ber 
SKormale n gleid^ ift. — 

Um bie Sebingungen lennen }U lernen^ toeld^e an ben 3ntegra^ 
tion^greitjen erfüllt merben muffen, looUen tt)ir annehmen, bat ^ 
gefud^te §(äc^e Don }U)ei ^läd^en begrenzt loirb, beren X)ifferential' 
g(eicl^ungen fo(genbe finb: 

dz = p'dx + qd}i, 

dz^p'dx + q"dy. 
SBegen : 

du ^""(S'^^) 
«, = r,-F,f=:^,-j^, (@.266) 

unb: 

dx y — y' 

toirb ateboitin bie ©(eid^ung: 

Vo + «o(y-y) = 
offenbar; 

Ober loenn man bie Srü^e fortf^afft unb bie Slnnal^me fi« = mi« 
lta6)iti lägt: 

unb ebenfo mürbe man finben: 

X)ie gefud^te ^(äd^e burd^fd^neibet alfo il^re ^egrenjungdpc^eQ unter 
redeten ffiinlefo. — 
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Sdti\pitl 

127. (gfaic glac^c t>on fold^cr ©cfC^affcn^cit ju pnbcn, ba§ bcr 
jtotfd^cn jtoci gegebenen glad^en liegenbe ZfftH berfctben ben Hein* 
ften glfi^enmi^att l^at — 

^ier ift: 

fo bag bie allgemeine ©(eid^ung in biefem ^aiit toirb: 

Ä ^ Ä' "' 

unb gibt entoeber: 

Ä i= 00 , Ä' = 00 , ober 1? + 1?' = 0. 

3n ber erften 85orau^fefcung tt>are alfo bie gefud^te gläd^e eine 
ebene, toa^ iebod^ nid^t bie altgemeine SluflSfung ift, toeit e^ 
unmögßd^ ift, bamit in allen gätten bie Orenjbebingnngen ju erfütten. 
— aRan mu| alfo nel^men : 

Ä + 1?' = 0, 

b. ff. bie gcfud^te gläd^e bon bem fteinftcn gläd^eninl^alte 
ift im Sldgemeincn fo befd^affen: bag bie ^^^uptfrüm* 
mungdl^albmeffer in jebem il^rer fünfte gleid^ unb bon 
entgegengcfe^tcm 3^^^^" finb.*) — 

aufgäbe 2. 
12a !Dic gtad^c ju flnbcn, toetd^e ba^ 3ntegral: 

too dS ba^ gläd^enelement unb fi, [i jioei gegebene Functionen bon 
X, V, z bebeuten, ju einem aWafimum, ober SWinimum mac^t 
' «ufl. 3n biefem gatte ift: 



*) Segen ber toettern Unterfud^ung biefer gtS^e l?erg(. Monge: AppU- 
eatioD de rAnalyse a la Geometrie, p. 184. 



SOS 

iporau« folgt: 



Z = Al+p« + ,«)^ + g, 



v,= ''^ 



dVr 

de 






r— — Jli— _ 



dFy 



dy / (l + p' + yO Uy ^ * dz/^ '^ (1 +!>« + 9»)! * 
TiK ©tetd^ung: 

a.r dy 
toirb ba^er: 

j t / ^i± i d^ ^/*^ 1^ n rA^ 

ober toenn, tote in ber bor^crgel^enben 5(ufgabe, toiebcr bie ©rSfcn 
J?, J?', a, ßy y cingefül^rt toerbeu: 






+y=-K'»"s+-^|+-'f +^> "» 



35ie ©fieber auferl^alb be« bojjjjelten dntegratjcici^cn« fmb offenfcor: 

dy 
(^ /Cl + p' + y"-) + ftVy + ^^1 ^^0.^^.3 *» j ^r. 

unb toenn ittan biefe ©rß^e, toie in bcr borl^ergel^enben Slufgak, 

unter ber SSorau^fefeung be^anbeU, baß bie gefachte gläd^c t)on gtoci 

gegebenen gläc^en begrenjt »irb; fo ^^i man an iebcr ©rcnjc bie 
©Icid^ung: 
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Vktm olfo cfo} G>i t>te 993tnle( ftnb, unter toctd^en bie gefud^te 
glad^e i^re Segrenjungdfläd^en burc^f c^netbet ; fo l^at man: 

cos On = — ^-^ COS öof 

(C) 

coscji = — — cos öl 1 

too öo, öl bic SEBinfel Bebeutcn, toeld^e bic ©crfil^mng^cbcnen att 
bcn Bciben ®rcnjftäd^en mit ber ®6cnc bcr xy mad^cn. — 

Sbti\pitl 

129» ©ne Irummc gläd^c bon fold^cr ©cfd^affcnl^ctt ju fhibcn, 
bag fie bei einer gegebenen (Sröfee il^re^ gläc^^eninl^alte« ba« gr9^ 
ßefte 35oIumen umfd^ficfet. — 

^adf bem allgemeinen ?rtnci^)e für ifcjjerimetrifd^e Probleme 
(5Rr. 61) ift ba^ l^ier ju einem äWajcimum gu mad^enbe Sntegral 
offenbar : 

fo bag ftd^ bte gefud^te 9lufl5fung an^ ber aQgemeinen Slufgabe er^ 
qibt, toenn man fe^t: 

/i = — O, ft' = «I 

alfo: 

dx * dy 'dz 'dz ' 
tooburd^ fid^ bie ©feid^ungen (A) unb (B) ref|). auf: 

(1 + y^> - 2pys + (l +p^)« + ~ (1 +pH y')4=0 
unb: 

rebttciren. — 

!Dic Städte, toetd^e bei einem gegebenen gläd^en* 
inl^atte ba^ grögefte 2$o(umen einfc^(iegt, ift folglid^ fo 
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Befd^affen, bag bi^ ^umrne il^rer $»au|>tltfitnmttti8en ffir 
Jcbcn i^rcr fünfte conftant ift. — 

130. !Die ©(eid^ungen, iDefd^e bie augerl^aK be9 bo)))>eIt€n 
Ontegraljetd^end ftel^enben ®(ieber geben, l^angen folgtid^ bott ber ^ 
fonbem gorm ab, in toeld^cr bie Aufgabe borgelegt ift — %tom 
j. ©. eine fold^e gtäd^e gcfud^t toürbe, bag ber £1^ bcrfefte«, 
tocld^er bon ben ©urd^fd^nittdfinien berfelben mit einer gegebenen 
glä^e unb ber ffibene ber xy begrengt toirb, eine gegebene %xl%K 
l^at, unb bat ^<^^ SSoIumen jtoifd^ien jenem glad^entl^eile, ber ^nrojid* 
renben S^linberfläci(>e ber erften ©urci^fd^nitt^cttrbe unb ber S6en 
ber xy ein 3)2 a( im um mirb; fo rebucirt ftd^ bie erfte ber @(ei^ 
d^ungen (C) auf ©. 209 auf folgenbe: 

Zi cos dl =a cos Ol « (a) 

ffienn femer bie erfte ©egrenjung^curbe in einer in ber (fettfcrmmg 
= 6 ju ber Sbenc ber xy parallelen (Jbene läge, fo toäre: 

unb folglid^: 

cos (»1 =r — , (b) 

a 

©ie gefud^te glad^e burd^fd^neibet alfo bie Segrcnjung^cbene unter 
einem conftanten SBinlel — unb bie ©urd^fd^nitt^curbe ift in 
biefem galle eine Äritmmung^tinie. — !J)ie jloeite ber ®Ietd^ungen 
(C3 toirb unter benfelben Umftänben: 

cos csq = 0, 

fo bag bie gefud^te gtäd^e bie (Jbene ber xy unter einem redeten 
SEBinlet fd^neibet» 

gür 6 = o toirb bie Oleid^ung (b) : 

coscji = 1, ober tOi =0, 

fo baß bie gefuc^te }^lixä}t bie ©egrenjung^ebene in einem fünfte 
berührt, loeil eine ©erü^rung läng6 einer Surbe nad^ ber 5ßatur 
ber aufgäbe nid^t möglid^ ift. — gür 6 > a toirb bie (Steid^ung (b) 
unmBglic^. 

132. SIW einen jioeiten fpeciellen gall tooüen toir annel^men, ba§ 
)to)et Suroen bon gegebenen Sängen, toot)on bie eine in ber Sbene 
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t xy unb bte anbete in einer baju ^oxcMxn Qrbene (iegt, burd^ 
le l^lSt^e bcn gegebener ®rdge berbunben to)erben foUcn, fo ba| 
A emgefd^loffene 93o(umen ein SJ'Jajfimum ift — 
SBejei^nen tt)ir mit: 

tn SBSert^ bed integrale«: 

»eitn e^ burd^ ben ganjen bon ber erften ber obigen (Surben um« 
[d^toffenen 9taum erftreitt n)irb, unb burd^: 

ben SBertl^ beffetben dntegroled, n>enn e^ burdf^ ben ganjen, bon ber 
frojection ber jtoeiten (Sun)e begrenjten 9?aum ou^gebel^nt mirb; 
fo ift Kor, bag bad }U einem SDta^imum ju mad^enbe 93o(umen 
(ut^ebrüdt toirb burd^: 

i^zdxdy) — [SS^xdy] + T^VodXj 

too ba9 einfädle 3ntegra( auf benfe(ben 9{aum erftredt n)erben mu^, 
irie ba9 bo|>)>e(te 3ntegra(: 

gemer toirb bief$(&c^e, toeld^e biefed 93o(umen feittofirtd begrenjt, 
in berfelbeu JBejeid^nungdart au^gebrüdt burd^ : 

ttnb bie ref|>* S&ngen ber ^egren^ungdcurben n)erben audgebrüdt burd^ : 

^( p etnetn SDia^itnum }u ntad^enbe t^nctton toirb a(fo nad^ben 
oOgemdnen ©a^e ffit velatibe SRa^inta unb äßinima auöge« 
biSitt bur^: 

fe)oba^bo)>)>elte 3ntegra( burd^ ben ganzen 9taum erftredCt toerben 
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mitg, kodier {koifd^ ber erften (Sitrbe tmb ber protection ber pA» 
im liegt — S)ie totale ober k>oIIft&nbtge aSoriotion btefe^attf* 

bruded ift: 



jJ47clT^^j/='+«'-' 



(c) 




j t + äs r 



c/«yo 



©a eine ber ®rengcurJ)en in ber @bene ber xy liegt, Ifot man 
offenbar: 

unb ba bie jtoeite ©rcnjcurt^e in einer baju paxaMta CBene liegt; 
fo ift Dzo offenbar längd ber gangen obern ©rengcuroe conftant 
— Sliminirt man atfo ^ro; ^^i ntittelft ber ©teid^ungen: 

unb fefct bie ßoefficicnten ber jurüdbleibcnben 33ariationen Sz, iyo, 
iyit Dsq cinjeln =0; fo erhält man bie @(cid(^ungen : 
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(t 4- 9«)r - 2i,9. + ( 1 -f- i>«J« + ^ 1 +!>' +«»)# = 0, 



('+grO' 



(d) 



tt)cnn man \xä} erinnert, ba^ bie bon bem ^ntegralieid^en ganj freien 
©lieber an unb f ür fic^ i^erfd^lpinben muffen. £)a aber z nngeän^» 
bert bleibt, tt>enn man auf jcber ber beiben (Srengcurben i>on ei* 
ncm fünfte ju einem anbem übergel^t; fo ift: 

SBenn ferner Qi, qo refj). bie Srümmung^l^atbmeffer biefer beiben 
ßurben bejeid^nen, fo l^at maxi: 

1 c?ar,« l dXo^ 



©ubftituirt man biefe Söertl^e, in bie jtoeite unb britte ber borl^er* 
ge^cnben ®(eid^ungen, fo erhält man: 

ober toenn öi, 0o tefj). bie SQBinlel bejeid^nen, loeld^e bie S9erü^* 

rung^ebenen in jtoei beliebigen fünften ber ®rengcurben mit ber 

Sbene ber xy macben: 

20» 



3(4 



fTlj yi fRo 



1= , PoCOS0o= . 

^icrau« folgt: fca§ für icfccn ^unft bcr ©rcnjfinicn bic ^oj[cction 
i^re^ ßriunmung^^afbmeffcri^ auf bte ^erü^rungdebene ber gefud^ten 
glä^c conftant ift. — 

^etra^ten xoxx nun bie bierte ber ©(eid^ungen (d); nfimlid^: 



loo ba9 dntegrat burd^ bie ganje obere ®Ten}curt>e }u erftreden tfi 
— (S« ift im 3lQgemeinen: 

U)o bad bof>))e(te Sntegral burc^ ben ganzen, bon einer gegebenen 
Surt>e begrenzten ^awm, unb bad einfache burd^ ben gan}en tbnfang 
ber ©renjcurüe ju neunten ift. — SBenn man alfo auf einer gläc^ 
bon conftanter mittlerer Krümmung eine gefd^Ioffene ßurbc 
befd^reibt, unb fteüt ba« burd^ ben ganjen Umfang berfetben au«ge* 
bei^nte einfädle Sntegrol in (g) burc^: 

"^ dx 



bar; fo l^at man: 
C dyQ 



@e^t man biefen SBertl^ in (f), fo erl^ätt man: = 0; atfo feine 
neue Sebingung. 



*) Segen bed $e))?eifed biefe«, fo t>tel und belannt, t>on Sat)(ace l^er< 
rül^renben !£l^eoTemed, t^ergl. ^of). 10. 
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®oB aber bic obige ©d^fugtoeife ©üöigfeit l^abcn, fo ntug offen* 
bor bcr auf einer ©eite ber Sbene ber ©renjcurDe fiegenbe I^eil ber 
gläd^e gefd^Ioffen fein, toeil fonft ba« butd^ bie ©leid^ung (g) 
au^ebrüdte J^eorem nid^t ftottfinbet. — gemer ift erforberlid^ : ba^ 
ein auf ber (gbene ber xy errid^tete« ^er<)enbifel biefen Jl^eil ber 
glädj>e nur einmal trifft — Da^ ^Rid^tftattfinben biefer Sebingung 
toürbe ebenfalls eine a)iobification ber ®Ieic^ung(g) jurgolge ^aben; 
aber toenn biefe Sebingungen erfüllt toerben, fo toirb bic vierte ber 
©leid^ungen (f), toie toir gefe^en l^aben, eine ibentifd^e. — ©erben 
biefe Sebingungen nid^t erfüllt, fo gibt biefe ©leid^ung eine Sebin^ 
gung jur ©eftintnmng einer ber in bem integrale ber ®(eid^ung (D) 
enti^altenen arbiträren f^unctionen. Senn man }. iB. ald eine pax^ 
tilutäre äuflöfung tjon (D) eine {Rotation^ftäd^c um eine ju 
ber Slje ber z paxaMt ®erabe nimmt, fo lä§t fid^ au« biefer ®Iei*» 
d^ung l^erleiten: ba§ bie gefud^te gläc^e eine \pffixxi^äft ift.*) 

& toaxt je^t nod^ ber toid^tige gatt ju imterfud^en, too unter 
allen gefd^Ioffenen frummen gläd^en bie gefunben »erben foH, 
toetd^e bei bemfelben gläd^enin^atte ba« größte 33o(umen 
dnfd^fießt — Die« ift befanntßd^ bie fiugetfläd^e; aücin biefe 8i5fung 
l^at bi« ie^t ntd^t au« ben burd^ bie 93ariationdred^nung erhaltenen 
®feidj>ungen abgeleitet »erben fiJnnen, toeil bie fid^ auf bie 3ntegra^ 
tion^grenjen bejiel^enben ® lieber öonfelbft öerfd^toinben unb 
bie allein übrigbleibenbe ®leid^ung: 

JL I J_— 1 

ober beren gleidj>gettenbc, pd^ bi« jet^t nid^t l^at allgemein integriren 
laffen. — üDer SSerfaffer f)at aber auf inbirefte SBeife gejeigt: ba§ 
bic Sugelpc^c bie einjige frumme gläd^e ift, toeld^e biefer ®lei* 
d^ung genügt, toorüber man Liouville's Journal,« Tome XVIII 
p. 163 t5ergleidj>en fann. 



*) 3)a bet gatt einet ?ftotation«f(a(i^c fd^on früher (9h. 76) untcrfi«!^t i|l, 
ff> toirb ed m(i^t ni^t^ig fein, ^iet no^matd barauf jurüd^ufontmen. -> $ergl. 
Delaunay, p. 116. 
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fRtnnM Stapittl 

AniDenT)ittn0 Her banation$red)nttn0 auf ßititmik. 

132. I)ic SintDcnbungcn fccr 35atiation^rcdj>nung auf SDlcd^anif 
flnb öon itt)ei Dcrfd^icbcnen 9trtcn — näntßd^: 1) auf Probleme über 
aßajima unb aJiinima, toobci, »ie in bcn geomctrifdj^cn 3ln* 
tocnbungcii bcr 35ariation«rec^nung, Functionen bon beranbctUd^er 
gorm üorlommcn — unb 2) auf bic Verleitung ber ©leid^ungen 
be« ®Icid&getDi(^te« unb ber Sewegung materieüer ©Ijftcnie 
bon befannter ßonftitution. — ÜDicfc (e^te äntoenbung ift bciJDeitcm 
bic toid^tigfte, unb ift juerft bon Sag ränge geniad^t toorben. — S38tr 
toerben nun Seifpicfe beiber 9lrten bon Problemen bomel^mcn, hibem 
toir mit beut fotgenbcn fe^r attgemeiuen gatte be« bcrul^mtcn ^obtc* 
nie^ bon ber ,,Sraci^iftoc^r one" beginnen. — 

Slufgabe I. 

133. 2öcnn ein niatcrietter ^un!t gejloungen ift, fid^ auf einer 
gegebenen ^läd)t ju betocgen, unb bie auf i(;n toirfenben Äräfte fo 
befc^affen finb, bag ber Slu^brud: 

Xdx + Ydy + Zdz 

ein genaue^ !Differentiat loirb, bic ßurbc ju finben, läng« »eld^er 
fid^ biefcr materielle ^unft betoegen mug, um in ber ffirjeften ^qü 
Don einem fünfte feiner S3a^n in irgenb einen anbern $un!t berfclben 
gu gefangen. 

21 uff. SBenn ds ba« ßfement be« ©ege«, v bic 2iangentiaf* 
gcfd^koinbigf eit unb T bie ^tit bebeutcn; fo ift offenbar; 



H'^-' 



unb augerbem: 

v^ = 2SiXdx +. Ydy + Zdz) = q>ix, y, a)- 



1 


dv 

' dx 


= — 


X 


1 


dv 




Y 


v' 


' dy 


^mmm 


v^ ' 


{ 


dx 




Z 
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Unfcrc icfeigc Aufgabe ift mitl^in nur ein fj)ecle((er gatt ber 

t 
: SRr. 82 Bel^anbcüen oßgemeinen Slufgabe , tocnn /* = - gefegt 

irb. — a»an ^at folgfid^: 

dfi 

dx'^ " 
dfi 

dy 

dfi 

dz v^ * dz ~ v^^' 

ib btc erfte ber ©leid^ungen (F) auf ®. 200 toirb alfo iefet: 

1 i l 

~= _.(^cosa+ y cos/3 + ^cosy)'*, (A) 

wrau« ]x^ bic fotgenbeu allgemeinen ©genfd^aften ber gefud^ten 
'itröe ergeben: 

(l). 66 fei R bie 9icfuftante ber auf ben materieCen ^unlt 
►irfcnben Äräfte, ci ber Söiufef, toelc^en i^rc SRic^tung mit bcm 
kqscnbilel auf ber ©bene be« burd^ bic Tangente an ber befc^^rie^ 
encn gur^e gelegten Siormalfc^nitte« ber gtäc^e mac^^t, unb 6 ber 
Binfel jtoifd^en biefer ühmt unb ber Srümmungöebenc be« ©ege«; 
> l)at man: 

J t _sin^g 

nb: 

^cosa+ FC08/S4' Zcoay ~ Äcoso. 

5e^t man biefc SSertl^c in bie ©leid^ung (A), fo toirb fic: 
— ^ = 7 — , ober -^ sin^ö = B^cos^cj, 

Q^ V* Q^ 

)cr tüeit beibe ©eiten biefer iQ^ttn ©leid^ung baffefbe ^t\d)tn 
lim muffen: 

— siiö = i?cosoj. *) 
Q 



*) Senn bicfc ^tx(i)tn Dcrfd^icbcu »ärcn, fo fänbc f ein 2)ru(f ouf 
t bef(!^rie]6ene (Surte ftatt, unb bie Bewegung bed materieKen Ißunfted to^vt 
tte ftete. 
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^tefe ©(etd^ung brfldt aud : baß bie Sotn|)onente bnr (Sentrifugnot 
traft nadf ber auf ber Sbene bed iRormatfci^nitted fentred^ten ^ 
tung, b. ^. nad^ ber langcntc be« fcnftcc^ten iDurc^fci^nitte« bei 
^l&äft, ber 6om))onente bon R mäf berfeKen Stid^tung gletd^ ifL — 
92un ift aber ber nad^ irgcnb totiäfn 9tid^tung auf bte befd^etaK 
(Surbe ausgeübte !Drud offenbar bie ©umnte ber Komponenten m 
R unb ber Eentrif uguaßraft nad^ berfelben SRid^tung. ( SBenn alfo bet 
!£ota(brudt in {toei 6om))onenten }er(egt toirb, bie eine nad^ ber 9br* 
male ber frumnien gläd^c, unb bie anbere nad^ ber ©erfi^ng«* 
ebene; fo toirb ber Sßertl^ ber (entern au^gebrüdft burd^: 



V 



— sinö + Äcosfij = 2£co80>. 
Q 

ÜMe auf ben materiellen ^nlt toirlenbe !£ota(traft !ann in brei 
(5onH)onenten jerlegt »erben — nämlid^ : 1) in bie nadjf ber Sangentf 
bed befd^riebenen XBeged, loetd^e aUein bie ^umffmt ber ©efd^toi» 
bigfeit bewirft; 2) in bie nad^ ber 9?ormaIc ber fruntmcn glfid^e^ \oMit 
ben !Drudt auf biefe glöd^e betoirft, unb 3) in bie nad^ einer auf ba 
(e^ten fcnfred^ten 9iid^tung, n)e(c^e biefeitlid^ ablentenbe ftrafl 
genannt toerben mag, toeit fie in ber Sl^at ber Il^eit ber ZotoHraft 
ift, toeld^cr ben materiellen ^unft feittoärt« bon bem SBegc jn 
entfernen ftrebt, nad^ toeld^em er fid^ betoegen muß. — SBir fmb o^o 
ju bem SRefuItate gefangt: 

„Senn ein materieller ^unft auf einer gegebenen 
gtäd^e einen fcld^en 2öeg befd^reiben foll, baß er in bet 
fütgeflen S^it bon einem fünfte nad^ einem anbern ge- 
taugt; fo ift bie feitn* aWenfenbe traft ober ber ©ri* 
teitbrutf auf bie befd^riebenc ßurbe bo<)<)eIt fo groß, aU 
toenn ber ^unft in 9tu^e toäre, b. 1^. bie Xangentialcom* 
<)onente =0 loäre." — 

(2). 2Benn bie SRefuItante R in ber (Sbenc be« ?iormaIf(^ratte« 
fiegt, fo ift bie gefud^tc ßurüe eine geobätifd^c Sinie. i)enn iß 
biefem gatte ift: 

Xco8a-\- Fcos/J-j- Zcosy = 0, 
alfo: 

q^q\ = 0; 

mitl^in bie jträmmung^ebene fenfred^t auf ber frummen ^i&äft] x. 
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(3). Vkm blod hit ^dftottlxaft auf ben moterieKen ^nft 
bft, uQb bie 8((e ber z bertitat angenommen kotrb; fo ift: 

üb bie @(eid^mtg (A) gibt: 

111,, 

Setter ift: 

v« = 2 /(JSTcte + yrfy -{■ Zrf2) = 2^(Ä -- «), 

w Ä bie onfängßd^e ^Sl^c bebeutet, golglic^: 

1 1 cos'y 



Q^ p'*""4(Ä— 2)2* 



(a) 



(KfeiP Cgig. i4) berOrt bea materiellen ^unltea in irgenb einem 
Itoment, PN eine in ber ©erül^mng^ebene ber gläd^e liegenbe 5Ror* 
iole be« befd^riebenen SBege^, fo toeit berlängert, bJ« fie bie burc^ 
en 8u«gang«})unlt ber iBeioegung gelegte ^orijontatebene trifft, unb 
*Z cm ^etpenbilel auf biefer ßbene; fo ift: 

üb toeit PA^ offenbar auf ber ebene be« SKormalfd^nitte« fenfrcd^t ift: 

NPZ = y. 
Ron l^at mitl^in: 

h- z = FZ = PN . cosy, 

Db toenn biefer äßertl^ in bie ©leid^ung: 

1 1 coB*y 

!fe^ toirb; fo finbet man; 

1 1 1 



Q^ q'^ "" iPN^ • 



(b) 



©enn bie JBerül^rungdebene im fünfte P ber Irummen glSd^e 
crijontal ift, fo l^at man: 

PN=:co, unb-^-'^^O, 





p = ^'siaö; 


1 


1 cos'ö 1 
g'i— gi ~ 4FN^ 




p = 2PA\cosö; 
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fo bag bte &dIu(attondebene bcr (Surt)e bed fd^neOften %aU^ in bie^ 
fem ^unttc mit bcr einen geobätifd^en Sinie )ufammenfäQt 

Söenn ferner ben SBinfel fcejeici(^net, ti)e((^cn PN mit ber 0«* 
fulationdebene ma(i)t, fo ^at mannad^bem 9)teunier'fd(^en2^l^eoreme: 



alfo: 



Q 

ober: 

(c) 

b. 1^. in iebem ^nnlte einer Sinie be« f(^neflften gaße« auf einer 
beliebigen frummen gfäd^c ift ber Ärümmung«^albmeffer hopptä fo 
gro§, aW bic ^rojiection ber auf bie oben angegebene SBeife gejogc* 
nen 9?onnatc auf bie D^fulation^ebenc. — 

äBenn bie gegebene ^(äd^e eine ^uge(oberfI5d^e^ Don bcm 
§al6meffer — 1, unb r ber fpl^ärif(^e Ärümmungö^olbmeffer*) ift, 
fo l^at man: 

1 i 

g^fei HH' (gig. 15) ber gregteSrei^ bcffenßbenc l^orijontal 
ift, unb toir tooüen annel^men: bag ber matcricnc ^unft ton einem 
fünfte in bcm Umfange bicfc^ Streifet ol^ne anfängliche ©cfc^ioinbig^ 
bigleit au^gcl^t. gcntcr fei ber ^ol biefe^ Sreifc^ ber anfangt 
pnntt ber fp^ärifd^cn Goorbinaten, p bcr Ort bc« beioegßd^cn ?irat 
te^ in irgenb einem Slugenblidte , op ber 9tabiu^t?ector, oq fenfred^t 
auf ber Sangentc, pn bic 9iormaIe, unb: 

^ = op, V = prtj x =: oq] 
fo ift offenbar: 

©ubftituirt man biefe SBertl^e in bie ®(eid^ung (a), fo erl^äft man: 

ty COSft 






tanr = 2 — 



sm?r 



*) SBergl. ^rai^ed: Two geometrical Memoirs etc. by M. Chasles. 
Translatet etc. pp. 93 u. 95. 
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%tm tft aUt: 

sinada 

tanr= ^--f-, 

co&ndn ' 

U)o ba« negative S^näfcn genommen ift, tueit bie SurDe gegen ben 
änfang^<)untt conDej: ift; folglich : 

tan/idfi = — 2 cot itdn, 

ober toenn man integrirt: 

sin ^ Ä = rw cos fi, (d) 

unb au« ber ®Iei(^ung (b) folgt; 

tanr=2tanv, (e) 

tooburd^ offenbar eine ä^nüd^e ®genfc^aft toie bei ber ß^cloibc 
au^gebrücft toirb» — 

(4). !Cie auf ben materiellen ^unft toirfenbe Äraft fei eine 
cinjelne ßentralfraft, beren SntenfitSt fid^ toie bie nte ^otenj ber 
(gntfernung änbert; fo l^at man, toenn ba« Zentrum ber Sraft ate 
8[nfang«t)unlt ber ßoorbinaten genommen toirb: 

t;« = 2S(Xdx + Ydy + Zdz) = — |-^ r"-'. *) 
©ubftttuirt man biefe SBertl^e in (A), fo crl^fift man: 

Q^^Q^"' \2~) \ r' )' 

Ober tocnn p ba« ^cr})enbife( au« bem 3[nfang«<)un!te auf bic Gbene 
be« 9lormalfd^nitte« bebeutet: 

l^i.==^!Hliy£l (f) 

q' q'' \ 2 J r*' ^^ 

unb folgüd^, »enn ber fpifee SBinlef ift, toel^cn bic D^Mation«* 
ebene mit ber Sbene be« 5)iormatf(^nitte« bilbet: 

sinö tanö , n + 1 « . . 



*) (Sd i{l ^ier ber @infa(i^^eit toegen torau^gefe^t, bag bie (Sonflante toer« 
j(^toi»bet, toel^e (Sinfti^ränlung fxti^ leicht tnter^jretircn ISßt. — 

21 
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too ba^ oitxt, ober ba6 untere ^tidfm genommen iHrbeit nmi, 
jenad^bem bic ßcntralfraft eine ret>n(fiöe, ober eine attractioe 
ift- 

(5}. ©cnn aUflemein R bie ßentraffraft begeid^net, fo folgt 
au^ (A); 



Q 



sinö= + (-Srcosa -f Fcos/J + ^cosy) ~ + Rcosfo, 



too Q ber SBinIcI itoifd^en R unb ber in ber ©crü^rung^ebene ge* 
jogenen 9iormaIe ber SurDe ift. — aWon f)at alfo; 



V« 



+ R= z, (h) 

•~ Q COS d cosec ö ^ ^ 

ioeld^er 9lu«brud fid^ leidet »ie folgt gconietrifd^ barfteüen lägt: 
I)urc^ ben Srünimungömittelj)unlt gleite man ein ^cri)enbifef auf bie 
D«hi(ation«ebene, unb au« bem fünfte, too baffelbe bie SJeru^rung«^ 
ebene trifft, al« SD?itteIi)unIt, fcefdjireibe man burc^ ben ^unlt ber 
(Surt?e eine Sugelpd^e; fo l^at man, toenn c bie burc^ ben SKittet 
pmtt ber Sraft gcl^enbe ©el^ne biefer Äugeipc^^e begeid^net: 

ie= + ^. (1) 

— C 

!Derfetbe Slu^brucf ift, toie man fogteid^ fel^ toirb, aud^ bei 
ber Setoegung eine« materiellen fünfte« anmenbbar, n>eld^er fid^ unter 
ber SSJirfung einer ßentraffraft auf einer gegebenen JJISc^e frei betoe* 
gen lann. — 

(6). 2Bir ^aben früher (®. 200) gefe^en, baß bie ©(eic^ung: 



1 1 1 / dfi . ad(i , d/uV 



bie 2lupfung jioeier 2lufgaben entl^ätt, nämlid^: 1) bie Surbe ju 
finben, toeld^e ba« 3ntegrat fiwcfo ju einem STOinimum mad^t — 

unb: 2) bic (Surue, toefd^e ba« 3ntegral — ju einem aJHnimuw 

maäft — 

!E)emnad^ enthält in bem borliegcnben gatte bie ®teid{^ung: 

1 1 1 
-— 75 = -T- (-Xcos a 4- r cosiS + Zcosy)' 
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tiid^ Bio« bic Äuflöfung fcc« ^robfemc« bcr ©rac^iftod^ronc, 
tDeld^e bem 9ntegra(e: 



=/t 



cntft>rid(^t, fonbcm anäf bic Scftimnninfl be^ ©cgc^, iDctd^eu bcr ma* 
tcricBc ^unft unter ber ffiirfuiig gegebener Äräfte befc^reibt, toenn 
berfctbc bto« gejujungen ift, fid^ auf einer gegebenen gläd^c ju be* 
toegcn. — Denn biefe le^te Slufgabc luirb {md} beni ^rinci))c bcr 
Ileinften SBirlung) geldft, toenn man ben 35Jeg bc^ materiellen 
fünfte« fo beftünmt: bag ba« Sntegral Jvds ein 2)i{nimum toirb. 
— ©cibc Slufgaben Rängen atfo »ie früher (®. 200) jufammen — 
mib man fann bal^er fagen: 

,,!Der SBcg, tocld^en ein materieller ^unft auf einer 
gegebenen gtädj^c unter ber SBirfung bon Gräften ht^ 
fc^reibt, tDCId^e ben Su^brud: 

Xdx 4- Ydy + Zdz 

)u einem efacten Differential machen, nnb bie EurDe be« 
fd^nellftcn Uebergange« bon einem ^unlte ju einem an^ 
bem, »erben burd^ biefelbe üDifferentiatgteid^ung: 



,'=<^,,,f) 



au^gebrücft. — 

(7X 35Jenn ber materielle ^unlt ganj frei ift, fo faßt bic 
(Slcid^ung w = auf ©.197 toeg, unb bie®leici^ungen(C)auf ®J98 
koerben: 

dfii ä^x dx d^ ^ 

dx ^''ds^~^ Is'^ ' 

dii d'^y dy dft _ ^ ... 

'd^'^^'M^~'di'^''^' ^ ^ 

d/i d'^z dz dfi^ ^ 

dz d'S ds ds 

& feien a, ß, y bie SBinlel, toeld^e eine in ber 5Rormalebcne ber 
ßurbe beUebig gejogenc ®erabe l mit ben ßoorbinatenafcn bitbet. — 
9Rutti)>ncirt man bie borl^crgel^enben ©Icid^ungen xt\p. mit cosa, 
oos/J, cosy unb abbirt bic '^robufte; fo l^at man: 
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cosa --^ + C09/J ^ + cosy ^^ = -- coso), 

tvo o ber 9ßtnfe( jtDtfc^en bem Jträinmunge^aI6meffer 9 unb ber 
©eroben { ift. — Segen: 

dx , o dl/ , dz f. 

cos«— +CO8^^+CO8y-^ = 

ffüt man a(fc aQgemcin: 

^co8c= - (^cos«-^ + C08/3-J+ cosy^j, 

1 

unb in bcm borüegcnbcn f})ccictten galle, mo /« ■= - ift, f olgßd^ : 

— 008 0= Jt cos« + ycos/3 + Zcosy= Ucosci', (1) 

too cj' ber SBinfct jujifc^cn R unb l ift. — 9?un fei g? ber SBinlcl 
jtt)ifc^en Ä unb ber 9tomta(ebene, unb 7; ber jtoifcij^en l unb ber ^rc« 
jcction öon B auf biefc 9ionna(ebcnc ; fo ift: 

coso' = cos q) cosri > 
f clglid^f : 

— cos d = £ cos cü' •=: R cos qp COSI^, 

imb ba bießinic Z ganj toilffürüd^ in ber 9?orniafebenc gejogcn ift; 
fo fann biefer testen ®(eic^ung nur genügt toerben, ipenn man fefet: 



v^ 



Q = 17, — =Äcosg>. 

^icrau« f daliegen toir: 

„SBenn auf einen materieUen $unft ein ©Aftern bon 
Kräften toirft, toelc^e^ ber SSebingung: 

Xdx + Ydy -{'Zdz^dn 

genügt, unb ber 6ef(^rie6ene SBeg fo befd^affcn ift, bag 
bic ^tit be« Uebcrgange« au« einer gegebenen Sage bc« 
materieUen fünfte« in irgenb eine anbere ein aXtnimum 
ift; fc fällt ber Ärümmung^l^atbmeffer mit ber ^rc* 
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jiectton bcr »iefultantc R bcr Äräftc auf bic 9?ormaI* 
ebene jufammcn — unb bcr ICrud auf bic befd^ricbenc 
Eurbc ift bo})})ctt fo grog, aU tt)cnn bcr materielle ^unlt 
burd^ Äufl^cbunfl ber langcntiallraft in 9tu]^e crl^aftcn 
toürbc. - 

ffienn j. ©. auf ben ntaterieöcn ^unlt nur eine einjetne ßen^ 
trat traft toirft, unb man nimmt il;rcn SD?itteI)}untt alö 31nfang^<?unlt 
bcr ßoorbinaten, multij>(icirt bic crfte ber ®(eid^ungen (k) mit y, 
bie jioeite mit ar, unb jiel^t bic ^robufte t)on einanber ah) fo erl^ält 
man: 

»s-4'+''('^-'^)+i(^f-»f)=»- '■»> 

aber tocflcn: 

dx ^ t;*' rfy ~~ a:'^ 
tft offenbar: 

^ dx ^ dy 
©ic ®Ieid{^ung (m) toirb alfo integrabel, unb gibt: 



f'i't- 



dx\ 



-•••■> •■ 



Sbenfo pnbet man: 

/ dx dz\ 

(Sliminirt man ^ unb integrirt, fo finbet man: 

aar + 6y + ^2; = 0. 
Die ßurbe ift alfo eben, unb man l^at: 

— = l^COSGp. 

9 

too (p ber Sinicl xtt)ifc^en bcr 9?ormaIe ber Surijc unb bem au6 bcm 
ßentrum ber firaft gejogcne SRabiu^bector ift. 2lu^ ber testen ®tei* 
c^ung folgt: 

^cosqp 
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todäft^ ber (elannte Slu^btud für bte Sentraffraft in bem ^aUe einer 
ungegmungenen ^etucgung ift — unb aud ber borl^gel^enben %iafi^e 
er^eQct: bag bicfcr 9lu^brud auä) in bem galle einer gejtoungenen 
$en)cgung anmenbbar ift, boraudgefe^t, ba§ bie (S,vmt, totidft ber 
betoeglid^c ^unft bef(^reiben mug , f o befc^affen ift : bag bie ^tit M 
Uebergange^S au^ einer Sage in irgcnb eine anbere ein SW in im um 
ift. -^ 

SBenn in jcbem ber obigen ^ätte ber 2Beg beö materiellen ^mh 
te« nid^t burd^ jtoei gegebene ^l[5unfte, fonbem bon jtoei gege* 
benen (Surt)cn begrenjt »irb; fo erhellet au« bem grü]^ern(®. 201), 
bag bie gefüllte ßurbe biefe ©renjcurücn redjittoinflig trifft.*) 

«eif})ief 1. 

134. Sir tootten anncl^men, bag nur bie ©d^toerlraft auf 
ben materictten ^unft toirlt, nnb ba§ berfelbe im Slnfange feiner ©e* 
toegung eine gegebene ®efd^n?inbigfeit ffobt — unb e« toerbe bie 
ßurbe gefud^t, auf toefd^er er am fd^ncUften bon einer gegebenen 
ßurbe gu einer anbern l^erabfättt. — 

@« fei h bie ber anfänglid^en (Scfd^toinbigleit entf})red^enbe gaü* 
l^öl^e, unb yo bie Orbinate be« fünfte«, oon toeld^em an« bie Sdt^ 
toegung anfängt; fo l^at man, toenn bie 2lj:e ber <)ofitiben y ai^ 
toärt« nad^ ber 9tid^tung ber ©d^toere genommen toirb: 

v^=^2gCy^yo + h), (a) 

üDic ©feic^ung (1) toirb fofgßd^: 

Q 

nnb tocnn ber 2lnfang«})unft um bie Sänge yo — h toeiter auftoärt« 
bericgt toirb; fo gibt bie ®(eid^ung (a): 

Q = 2Nj b. ]^. ^ümmungei^alb. = bo<)})eIten Slormate, 

toet^e« eine befannte gigenfd^aft ber S^cloibe ift, beren Slje mit 
ber Slje ber x jufammenfäüt. — ÜDie ßurbe be« f(^nellften gal* 



*) 3)ic SCnnal^mc ^io=0, a^i =0 würben geben: »o^»» »i = oo, 
unb finb fo(gU(^^ unjuläffig. — 
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(ed ift a(fo Sei ber aDemigen SBtttung ber ©d^merlraft bie auf ber 
{)ort}otitaIe, Don toüdftt ber materielle $unft o^ne anföngßd^e @e^ 
fd^lDinbtgtett audgel^enb angenommen tt)erben fann, bqc^riebene (Et^^ 
ctoibe. — Sßad bie ©renibebingungcn anlangt^ fo ift aud bem 
in 9tr. 133 ©efagten f(ar: bag bie (St^ctoibe i^re ^üegrcnjung^urocn 
unter ret^ten ffiinWn ft^neibct — 

«eif<)iel 2. 

135. SBir kooUen ferner annehmen: ber materielle ^Mtuft tperbe 
gegen einen feften ÜWitteIj)unft angejogen r>on einer Sraft, bereu 3n* 
tenfttSt fxdf um gefeiert »ie bie nte ^otenj ber Gntferuung Dom 
Sentrum ber^äft, unb bag feine anfänglid^e ®cfc^tDinbigfcit ber einer 
unenbtid^ großen i^aU^ö^e entfprec^cnben gleid^ fei; fo ^aben toir 
in biefem gatte: 

n — l 

too p ba« $er|>enbifel au« bem ü)Kttet<)unIte ber Sraft auf bie Xan^ 
gcnte bejeid^net. — ©ubftituiren toir biefe SBert^e in bie ©(eid^ungen 
auf @. 325 unb fefeen für q feinen burd^f r unb p au«gebrfi<ften 
SSertl^; fo erl^alten loir: 

toorau« ftd^ burd^ Integration unb Beifügung einer loiCfürfid^en ßou:^ 
ftante ergibt: 

©ubftituiren toir femer für p feinen Slu^bmcf mit r unb o, unb 
fe^en: 

fo bdommen toir: 

dr 

toorau« fid^ enblid^ oI« ^otargleid^ung ber gefud^ten Suroe leidet 
ergibt : 
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. I 

aufgäbe IL 

136. T)k 8mic bc« fd^ncCften galfc« ju fteben, tocnn ftd^ bcr 
materielle ^unft unter ber alleintgen SBirfung ber ©d^tocrfraft in 
einem Süiebium bcmegt, beffen SSJiberftanb eine gegebene fjuncticn 
ber ©ef^toinbigfeit ift. — 

Slufl. üDiefe Slufgabe ift offenbar ntd^t in ber borl^ergcl^cnben 
enthalten, toeil jebe^ ©Aftern bon Gräften, toorin ber äßiberftanb eine« 
3Webium6 borfommt, bcr S3ebingung: 

Xdx + Ydy 4- Zdz = dU 

ni äft genügt — unb e« ift bc^l^alb eine f})ecieüe JBe^^aublung imferer 
Slufgabe erf orberti^. — (So fei ö = v - unb © = f (ö) bie gunction, 
toelc^^e ben ©iberftanb be^ SDJittefö au^brüdt. — SBirb aföbann 
toieber ioie in Aap. 4 bcr ©ogen s jur inbepcnbenten 3Seränbcrlid^en 
genommen, fo »irb bic 3cit au^gebrüdt burd^: 



/ 



ds 



inbem bie Functionen x, y, 6 burd^ bic (Slcid^ungen: 



(A) 



6erM|)ft fitib, bie3ljfe ber y bettifat ift unb bie j)ofitiben Orbina» 
ten abtoörtä genommen werben. — ü)?an i^at folglid^ naö) ber 
Sagrange'fc^en äWet^obe bie Oteid^mig: 

|'(«-4- + A*L + ;i,5i.)ds = 0; CB) 

aber: 

yO * ' dz d% ds ds 

* ds ^ ds ^ dO 

©ubftituirt man biefe Sertl^e in (B), integrirt bie ©Heber mit: 
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dix ddy MB 

ds ' dB ' dB 

tj^eiboeife, unb fe^ bic Socfficicntcn bcr SSariotioncn Sx, Sy, de ein* 
2etn =0; fo ttffUt man: 

dB'^ dB ^' 

Und ben (etben erften btcfer (e^ten ©(etc^uugen folgt burc^ 3n^ 
tegration: 

unb toeim man fe^t: 

fo erflibt ftd^ bawu« burd^ ©iffcrcutiatiou : 

»otau« man in Sßetbinbung mit ber britten bcr ©feic^ungen (C) 
finbet: 

ds\ds^^ )~ ds' 
ob« tpran man mittelft ber ©(cid^ung £i ■— cßminirt: 

Met toenn man bie itilttn erften ber ©(etd^ungen (C) refp. mit 
-— -, -J- mixi&fMxt, unb bie ^robufte abbirt; fo 6cfommt man: 

dB dB 



dXi dg d^ 



21" 
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itnb bied in (E) fuBftttuirt unb bann integtirt, giBt: 

Huf &ftxdidft fixt, iDte in Jta)).4Hufs.I ift Möft ju ieigen, boSbie 
(Sonftonte e koegf a((en mug, iDenn bieSfinge ber Surbe ni^t ge« 
geben ift— !Cenn bte Slbbition einer kDiOfuriid^en Sonftante ju i iß 
gleid^bebeutenb mit ber Wxmffmt, ba| bad urf)>rüng(id(^ 3ntegral fd: 



J{ye+'>y'- 



8&gt man olfo c i^inkoeg, unb eliminirt X mittelft ber (SUid^ung: 



fo erl^ man: 



. dx 



(d-*-X,e)f-=2a, 



Ober tvenn man ^i ntittelft bev stvetten bec ©(etc^migen (D) eßmtnirt: 

(Htmteirt man »euer ^, ^ jtoifd^en (A) unb (F), fo finbet «an: 

1 /de 



(^*-^e)li-^(f+eyj 



-«i2-,-i,(f+e)er=o. 



(G) 



S^iefe (e^te ®(etd^ung befttmntt 6 als f^unction oon », unb toenn ber 
fo gefunbene ^ertl^ oon $ in bte }U>ette ber ©(eid^ungen (A) gefe^ 
n>trb; fo aif&it man eine ©(eid^ung itotfd^en y unb *, U>d^e bie ber 
gefugten Surfte ift. — 

SSJenn {ein S93tberftanb be« SRittetö ftottfinbet, fo ift s 0, 
nnb bie @(ei(i^ungen X| = unb (G) »erben : 

d8 ^ ds ' 



ii^-w^y *"=<>■ 
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iDittd^ dnttgrotion ber erften Mefer ©(etc^ungen ergibt fic^: 

Uüb totm man S ikoifd^ ben (etben legten ®(dd^ungen elimmirt; 
fo cäfSit man toieber bie ®(eid^ung ber Si^c(otbe: 



^='V(i^ -»«-«)• 



SufgaBe m. 

137« fßa^ für eine Surbe mu| ein an feinen Snb))un{ten 6e« 
fefHgter boOtommen btegfomer unb nnandbel^nbarer ^aben t>on k)er^ 
finberlid^er SKde bilben, bamit fein®d^tt)ert>unft am ttefften liegt? 

9ufL !Ca ber gaben atö unau^bel^nbar t>oraudgefe^t n>irb, 
fo ift feine !Dide an irgenb einer ©tetle offenbar eine gegebene 
gmiction be^ JSogene «, totidft mit 8 begeid^net tt)erben mag. Slte^ 
bomi toirb ber Sbftonb feinet ®(l^tt)ert>unfte^ bon ber Slfe ber ^ 
an^Arfidt burd^: 

JSdi • 

ffieil aber bie in biefem 9(n^brude k)or!ommenben 3ntegra(e burc^ bie 
gan}e Sänge be^ gabend erftredt koerben muffen, fo ift offenbar /«Sei» 
= bem 95o(umen bed habend = const unb bad ju einem ÜRinu^ 
mum iu mad^enbe 3ntegra( ift mttl^in: 

SySds. 

Sel^nbeit man biefe^ 3ntegra( nad^ ber in &ap. 4 angegebenen 9Re^ 
fi^obe, fo erl^It man bie beiben ©(eid^ungen: 



2 ^ x^=zO 
^ ds'^ de ^' 



ds d$ 



(A) 



Sntegtitt man btefe ®(ri(^imgen, imb fe|t: 

Si=SSd», 
fo erl^ man: 



tooraud fo(St: 



332 






2A = /{a' + (6 + Ä,)«}. 



(B) 



©ubftituirt man biefen SBertl^ in bie Oteid^ungen (B) unb integrirt, 
fo befommt man: 

1^ r ads 






unb toctin man enbKd^ s gtoifc^en bicfcn beibcn legten Olcic^ungcn 
cfiminirt; fo befomnit man bie ®(eic^nng bcr ajfw^^tcn ßurbe, totidft 
offenbar biet tDiÜffirfici^e ßonftanten enthält, toobon }tt)ci burc^ btc 
gegebene Sage ber (5nbt)unftc be^ J^aben^S beftimmt njerben, bie b ritte 
burd^ feine i?änge, unb enbtid^ bie bierte burd^ bie SSorau^fe^ung, 
baß ber jur inbe^jenbentcn SSeränberlid^en genommene S3ogen s Don 
bem einen ßnbe ber ßurbe au^ gejäl^tt mirb. — ÜDiefe tefete (Sonftante 
berfc^toinbct offenbar bei ber ©timination bon s, — SBenn ber i^at^n 
t>on conftanter S)i(fe ift, fo ^at man: 

©efet man bicfe SBertl^e in (C) unb berrid^tet bie Integrationen, fo 
finbet man: 



,+.=VI'+(^)'!- 



Ober toenn man s elimmirt: 

b, 1^. bie ©Icid^ung ber SettcnUnie» — 
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SSenn Me (Snbf>unlte bcd goben^ niäft fefi (legen, fotibem nur 
auf {tpei gegebenen Surfen: 

bleiben muffen; fo geben bic i?on bcm ^ntegraljeld^en freien ®ßeber 
bie ©(eid^ungen: 

(a^'«+(f)>=»'(f)/'.+m'»-»' 

inbem bie SSariationen dxo, äyo, dxi, äyi tnxäf bie ©Icid^ungen: 
berlnfi))ft fmb. — SKan l^at bemnad^ bie ©(eid^ungen: 

dup fdy\ __ dup (dx\ ^ du^ fdy \ ^ duy (dx\ ^ 

dxp\ds )q difo^dsJo " ^ dx^ \ds)i dy^ \ds)i'~ ' 

toeld^e jeigen, ba§ bie gefud^te ßurbe i^re ®renjcurt)en rec^ttoinftig 
fd^neibet. 

!Cie in biefer aufgäbe beftimmte gorm be^ gabcn^ ift nod^ me* 
d^onifc^en Seiten feine anbcre, atö bie, loeld^e er unter ber alleinigen 
SSirtung ber ©d^koertraft im ©(cic^getpid^t^juftanbe annimmt — 

3lufgabe.1V. 

138. SBenn ber gaben in ber borigen Stuf gäbe auf eine gege* 
bcne gläd^e gelegt tpirb, feine ©lei^getoid^t^Iage ju beftimmen. 

8luf(. Die Slje ber 2 fei öertifal, unb bie ©leidj^ung ber 
gegebenen ^{a6)t: 

fo gibt bie 8agrange'fc<)e SWetl^obe toie in Aap. 4, äufg. 5 offenbar 
bie ©(eic^ungen: 

. , du d - dx -. 

dx ds* ds ' 

^ dy ds^^ds "' ^^^ 

dz ds d$ * 
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9Dht(ti)>(tdrt man biefelBen ref)>. mit: 

dx dy d% 
ds'dB'Hs 

mib obbirt bie ^robufte ; f o flnbet man : 

—-^S, atfo A = iSi + a. 

Sdtyääfnü man femer mit a, ß, y bie XBintel, koeld^e bie GBene 
bed bie Surbe beräl^renben 92orma(fd^nitte^ mit ben SootbinateneBe^ 
nen mad^t, unb berfäl^rt toie frül^er (9?r. 82); fo finbet man fel^r 
leidet für bie ©leid^ung ber gefud^ten fiurbe: 

J 1 _ ^cosV .B^ 

93enn bie (Snb)>untte be^ trabend nid^t feft liegen, fonbem nur auf 
gegebenen Surben liegen mäffen; fo ift (eid^t einjufel^en, bag bie ^a^ 
bencurbe bie Orenjcurben red^troinftig fd^neiben mug. — 

Aufgabe V. 

139* !Cie gorm ber eJaftifd^en Surbe ju finben, b. ^. bie 
®(eid^gett)id^tdform einer e(aftifd^en f^ber, bereu (Enb))unlte gegetoi 
pnb, ober auf gtt>ei gegebenen Surfen liegen muffen, unb U>orauf 
feine äußere Ärap toirft. — 

aiufl. 5Rad^ bem ^rinci|)e bon ICaniel ®ernouiUi laun bie 
elaftifd^e Surbe atö bie beflnirt loerben, n>e(d^e bad auf ü^ ganje 
Sänge erftredtte 3ntegral: 



/■ 



^1 



}u einem 3ßinimum mad^t — !Die borßegenbe Huf gäbe ift alfo 
nur ein f))ecieQer f$aQ bon ber in Aa))* 4 unterfud^ten aUgemeinen 
Xufg. 4, koenn man fe^t: 

(1)« & feien bie (Snb))untte gegeben, unb bie fte berbinbenbe 
®€rabe bie Sl^e ber x, fo n>irb bie @(eid^ung (E) auf @. 186, tt>enn 
4 
b' 



mm — rr ^ ^ W» 



(S« ift alfo: 
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o — 6»- 



y-2i y_yl 



unb ttcnn man Uefe Skrt^ in bie ©(etd^uns (F) fe^t^ fo er^&tt 
nan: 



1^ 



735 TOT (A) 



Ott bie (SHdd^ung ber elaftifd^en Surbe, koenn bie Sage ber®ren)^ 
tongenten niöft gegeben ift 

)BknnbieSageber®renitangentenin berfelben (Sbene gegeben 
tft, fo nm| man bie allgemeine ®(eid^ung (C) auf ®. 185, namtid^: 

ontoenben; aber ba biefe ®(eid^ung immer burd^ eine Scorbinaten^ 
t}erta)anblmig auf bie t$orm (£) gebrad^t toerben fann, fo ift Kar, 
bat bie elaftifd^e (invot in aUen gäUen burd^ bie ©(eid^ung (A) 
an^cbrftdt beerben tann, inbem bie Sage ber Soorbinatena^^ bon 
ber gegebenen Sage ber ©renstangenten abl^Sngt. — SSenn eine aü* 
gemeine, leine befonbere Sage ber 8fen erforbcmbe 9ufI9fung ber^ 
langt toirb; fo ergibt ftd^ biefe(be unmittelbar burd^ eine Soorbinaten« 
bem>anb(ung an^ (A), (&|t fid^ aber aud^ (eid^t aix^ ber allgemeinen 

®(etd^ung cC) auf folgenbe Slrt herleiten: 

2 

«Berni man in bie ®Ieid^ung (C) für f*' feinen ©ert^ 5- 

fe^ fo er^ man: 

---^^ay — bx + e, 

*« "~ — **' i ***" "^' 

fubfUtnict imb nad^ y integrirt; fo finbet man: 



(B) 
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y^d 4.p«) = i«»' - ^S»d9 + cjr + e'. 

@e^t man tpetter für - feinen Sßertl^: 

unb integrirt mäf x, fo crjibt fid^: 

y^i^i+p2) = i ^^' - «J"»^* "" «^ + «"' 

= ^frar** — axy-^-ajxdy — car + c". 
ßtiminirt man ferner jxdy unb orbnet, fo f)at man: 

mo: 

e = 2ac' + 26c" — c^ 

ift — ^icr au^ fielet man, ba§ bie allgemeine Slupöfung fünf toiß* 
fürüd^e Sonftanten eutl^äft, tpobon bter burd^ bie Sebingungen Bc* 
ftimmt njerben, n)e(d^e an ben ®renj|>unften erfüllt toerben mflffcn, 
unb bie fünfte tpirb burd^ bie gegebene Sänge ber efaftifd^en 
Seber teftimmt. — • 

SBenn bie ßub^junlte ber elaftifd^en Surbe blo^ auf jlDri gegc^ 
benen ßurben bleiben muffen, fo errettet an^ frül^er (©• 188) ®e^ 
fagtem : ba| bie SSerbinbung^gerabe biefcr fünfte auf ben S^angcnten 
ber ©renjcurben in benfelben fenfred^t ift. 

9?e]^men toir enblid^ an, baß bie etaftifc^e lieber fo befd^affcn \% 
bof fie bie beiben Orenjcuroen berül^rt; fo fmb bie oUgepeincn 
®reic<)ungen für bie 9luflöfung biefe« gaUe« [®- 190, ®L (h)]: 

toeldj^c in 35erbinbung mit ben ®(eid^ungen: 
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jur ©cftimmung t>on ticr bcr fünf »ittfürltd^cn Sonftantcn a, b, c, 

«» f 8^"öfl^"/ ^"^ ^ic fö"f*^ ^^^ ^w^^ ^i^ gegebene 8ängc ber 
rfajttfc^en gfebcr beftinunt. — ©efeftt j. ©. bie ®egrenjungdßntcn 
»ären ®erabc: 

y=nx + q, 
fo l^ot man: 

(S),=- (©.="' (^).=». cm-»- 

©ubftituirt man biefe SBertl^e in bie ©leid^ungen (C), fo erl^ält man : 

a + mh = 0, a -f- ^6 = 0; 

ober, toenn bie ©eraben nid^t ^ara((el finb: 

a = 0, 6 = 0, 
I)ie allgemeine ©leid^nng (C) anf ©• 185 »irb alfo jefet: 

b, 1^, bie elaftifd^e ßnrbe ift in biefem gaüe ein Ar ei«. — 

«nfgabe VI. 

140, SBeld^e gorm mu§ ein 8iotation«f8rt)er oon einem ge* 
gebenen 35otnmen l^aben, bamit bie änjiel^nng, n>elci^e berfelbe auf 
einen in feiner 81 je üegenben materiellen ^unft ausübt, ein 2Wafi== 
mnm toirb? — 

8ttfL SBenn bie S)rel^ung«a^ jur 31^ ber x genommen, unb 
ber $tJixptc burd^ ßbcnen, »etc^e auf biefcr ®eraben fenfrcd^t 
ftel^en, in unenblid^ oiele unenbCid^e banne @ci^eiben geti^It 
mirb; fo koirb bie bon einer fold^en ®(j^eibe ausgeübte 8ln}ie^ung 
ou^ebrüdt burd^: 

unb mithin bie bed ganjen tör})er6 burd^: 

S)ad aSolumen be« 9{otation«{i^r))erd koirb ober belanutiid^ au«ge# 
brudt burd^: 

22 
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unb mithin ift in brni ju einem aRaiintum {u mad^enbot Qattguk: 

SVdx, 
offenl^or: 

100 a rine unbefttmmte Sonftante ift — 

auf ®- 44 rebudrt fid^ otfo auf A^=0; ober: 

7Sr?^+2«^ = 0. (A) 

X)a bie Sbinal^me ^ = unjul&fftg ift, fo l^ot man für bie (SAA* 
d^ung ber (Srieugung^curbe: 

too bie Sonftante a burd^ bad gegebene 93o(umen bed A5rt>er9 %t* 
ftbnmt koirb« — 

aufgäbe VIL 

141. Sßenn bie ®röge einer an}tel^enben i$(ä(^e gegeben ift, bie 
gorm berfelben fo ju beftinmten: bag t^r Potential in Se^ug auf 
einen gegebenen $unft ein aWafimum toirb. — 

Sufl. ffienn ber gegebene ^unlt jum 3lnfang^})unltc ber (Soor* 
binaten genommen, unb ba^ attractiondgefe^ burd^ ^(r) au^Arfidt 
toirb; fo ift ba^ Potential ber angiel^enbcn gläd^e: 

tt)o dS bad S(äd^ene(ement, unb: 

i% Da bieOrö^c bergläd^c gegeben ift, fo ift ba« ju einem ab^ 
foluten ^aimvixa ju mad^enbe integral: 



\ 
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Utifcrc jcfeigc Aufgabe ift atfo Mo« ein fpedeOer gatt t>on lütfg* I 
in Stop. 8, inbem je^t: 

ift. ©ubftituirt man bicfe ffiertl^e in Me ©teic^ung (B) auf ©• 308 
unb fcftt für -~^ feinen SBert^ — *(rX fp finbet man: 

ober toenn P bad aud bem 9(nfangd))unlte auf bie ^erfi^rungdebene 
gefaßte $er)>enbife( bejetd^net: 

SSemt ber betrad^tete 2:i^ei( ber gefud^ten ^(ad^e bon gkoei gegebenen 
gläd^en begrenjt totrb, fo fd^neibet erftcre bie festeren unter redeten 
S^inJfeln, koenn nid^t: 

9)(ri) + a = (C) 

unb nid^t: 

g>(ro) + a=0 (D) 

ift (©. 306). au« bcn ©leid^ungen (C) unb (D) fielet man: bag 
bie Orenjcurbcn ber ocrfd^iebenen ^ia6)tn, toetd^e bie aufgäbe ßfen, 
auf Äugeln ficgcn, bereu üKittetpunft ber anjiei^cnbe $unlt ift, unb 
bereu ^atbmeffer bie oerfd^iebenen Söurjctn ber ©leid^ung: 

9>W + o — 
fhtb. — 

142. & fei: 

V(r) = »-, 
fo ift: 
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@r|}t man tiefe ^Bktßft in (B), fo fblbct man: 



1 . 1 



+ -5r = 



1 



Ä ^ B' ~ r-+« '• 

unb bic ^Icid^ungcn (C) unb (D) tocrbcn inberfctbcnSorou^feftung: 

ri"^* = (n + l)a = ro****. 

!Die betben ©ren^curben (tegen a(fo auf berfe(6en ftugel, unb bie 
aUgcmcmc ©leid^ung (B) gibt für jcbc bicfcr (Swrben: 

■^ + -;g7 = oc', ober P = 0, 

b. ^. bie Qurbe ift enttoeber eine finguläre, ober bie Serfil^rung^ 
curbe be« mnfc^riebenen Segetö. ~ & ift aber leidet einjufel^en, bag 
bie 9lnnal^men: 

fti = 0, /lo = 

im SKIgenteinen lein koirllid^e^ 3ßa(imum geben« — ÜDenn toenn 
ein Sßajrimum, ober ein Sninimum ftottfinben foQ^ fo barf bie 
®rö6e: 

d^V d^V d^V 

innerl^afb ber 3ntegration^grenjen if)x^üdftn nidft anbem (SWr. 123). 
fflenn aber: 

ift, fo f)at man: 
unb foIgUd^: 

d^ V d'^ V d^ V 



34t 

©iefc ®r6§c ffat aber offenbor baffelbc ^tid^cn ate (i, unb toeim 
folgßd^ /i feine Function ift, toetd^c burd^ 5RuU Qcfft, offxtt xffx 
^tiöftn gu änbcrn; fo ift bie Slnnal^me: bag /» jmifd^en ben 3n» 
tegration^grenjen berfd^toinbet, offenbar unguläffig. — SKan 
mnß be^l^atb im aiKgemeinen bie anbere aSorau^fe^ung gulaffen, 
nämfid^: ba§ bie gefud^te gtäd^e i^re ©renjpd^en untei^ redeten 
©inletn fd^neibet. — 

2lniOfnliuns l^tr ^Jariationie^red^nung auf Ut i^etitUuns X^tt 
Gletd^ungen Ti^ci^ Gletd)$en}id)te$ itnli Itt flnoegung. 

143, !ßie bi^l^erigen Slntocnbungen ber 2Jariation^red^nung cnt^ 
fprcd^en genau ber in Äoj). 1 gegebenen ^Definition bicfer SBiffenfd^aft. 
©0 (ange bie betrad^tetcn 3ncremente bon rein matl^ematifd^er 5Watur 
finb, fann fid^ ber SBertl^ einer iJwnction offenbar nur auf jtoei t>er* 
fd^iebenc SBeifen änbem, namüdj^ enttoeber in gofge einer SBertl^^* 
änbcrung einer, ober mel^rerer i^rer inbej)enbenten SSeränberfid^en, 
ober in golge einer gormänberung ber Function. — 5Rur bie bon 
gormfinberungen l^errüi^renben SBertl^^änbcrungen einer Function 
mfi|tcn mit bem ©ud^ftaben 6 angebeutet n>erben, tpogegen ba^ Sn* 
crement einer inbejjenbenten SSeränberlid^en x ebenfotuol^I mit dx, toie 
mit dx bejeid^net toerben fßnnte, »eil eine inbet}enbente SSeränberttd^c 
in einem rein matl^emotifd^en ©inne nur eine 2lrt bon 3ncrementen 
l^aben fann. — ^iefe^ änbert fid^ aber toefentfid^ burd^ ®nfül^rung 
be^ mcd^anifd^en Segriffe^ ber ©etoegung. — ®a^ Ätidftn ö 
beutet atebann fein bon einer gormänberung l^errül^renbe^ 3ncrement 
mcl^r an, fonbem ein 3ncremcnt, »eld^e^ bon einer äenberung ber 
Sage in gotge ber S5ett)egung eine^ materiellen Jl^eitd^en^ au^ einem 
fünfte be^ JRaume^ in einen an bem l^errül^rt. ß« ift alfo ba« mit 
d bejeid^nete Sncrement feine eigcntüd^e S3ariation in bem bi^l^cri* 
gen ©inne, fonbem eine SSerrfldfung — unb bennod^ muffen beibe 
Arten bon SBariationen im SlUgemcinen nad^ benfefben, früher ent* 
»idelten {Regeln bel^anbelt »erben, obgleid^ fie il^rcm ®runbbegriffe 
nad^ toefenttid^ berfd^icben finb. — ©ie rein matl^ematifd^e SBiffen^ 
fd^aft ber 35ariation^red^nung ift aber baburd^ fcl^r berbunfelt toorben, 
ba§ man ^rincij)ien in biefetbe eingefül^rt l^at, tt^eld^e fid^ eigentüd^ 
nur auf bie med^anifd^en SBiffenfd^aften bejiel^en. — 23ir l^aben 
be^l^alb gunäd^ft gu unterfud^en, ob unb in vok toeit biefer Unterfd^ieb 
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hn C$runb(egttffe bcr SSartotton eine Henterung ht ben Hdl^ 
enttoideltcn Wegetn ber Äed^nung betoirft — ^tt^t ift ju bemer^ 
fen: ba§ bie ^tiiifnx d unb d nicl^t mcl^r ibentifd^ ftnb, kDenn fte auf 
tnbe)>enbente äJerSnbernd^c angeb)anbt u>erben; benn bad le^te 
bejetd^nct bcn unenbüd^ Keinen gegeitfcttigen Slbftonb skoeier betfd^te^ 
benerä)to(efu(e, koäl^renb ha^ erfte bie unenbUd^ Heine Serrfidung 
beffelben SDiofefufcd anbeutet. — gemer l^aben toir in bet rein 
mat^ematif d^en , ober beffcr gefagt, geometrifd^en Äbt^eilung ber SSü* 
riaticn^red^nung nid&t nötl^ig gel^abt, Slu^brücfe toie: 

d.dx, d.dxdy, d.dxdydZj &c., 

anjuttjenben, lüeil ble (Stößen, tocld^e toir bi^l^er ju unterfuhren l^ot^ 
teU; nid^t einjctne Elemente, fonbem Slggregate fold^er (Sle^ 
tttente, b. 1^. 3 utegrate »aren* — 3» ®^ l^ci ber ©eftimmung ber 
SSariation eine^ beftimmten 3ntegra(c«, toie: 

SSJVdxdydz, 

U)firbe e^ offenbar finn(o^ fein^ bon ber 93ariation beö (S(emente9 
dxdydz JU rcben, n>cit ber SBertl^ biefcd Sntegraied in feiner Seife 
bon biefem ©lemente, fonbem (ebigtid^ t>on ben 3ntegration«grcnjen 
unb bon ber gomt ber ju integrirenben Sunction V abfängt. — 

2lber bei ber Sluffud^ung ber ©(eid^ungen be« @Ieid(^gc^ 
toid^tc^ unb ber Öetocgung eine« ftctigen S^fteme^ !ann bie 
aSariation cuic^ fofd^cn (glcmente^, b. ff. bie Slenberung feiner 
geoinetrifd;eu ©riJße in gotge ber SSerrücfuug ber baffelbe bilbenben 
SDiotcfule, nic^t unberürffid;tigt bleiben. — 2Bir tocrben finben, baß 
S3ariationcn bicfer 3Irt in mcd^anifd^e Probleme auf jtoeierlei ©cife 
eingefül^rt loerbcn, nämlid^: 1) burd^ bie 5Watur ber SDioIehitarhräfte, 
unb 2) burd^ bie 3tatur ber in continuirlic^en ©^ftemen ftattfinbcnben 
©ebingung^glcid^ungeu. 

Unter aWoment einer Sraft »erftel^t man nad^ Sagrange bod 
^robuft au^ biefer Äraft unb ber SBirfung, toetd^e fie l^erborjubrin* 
gen ftrcbt. — 2Beuu alfo F bie ^-aft, ci bie ©röpe, toeld^c fie )u 
änberu ftrebt, unb So bie öirtueüe Slcubcrung berfclben bebeutcn; fo 
roirb ba« aJioment biefer traft au^gebrüdtt burd^: 

F. da, 

®eti>iffe Äräfte — j. Ä bie ber etafticitat — »erben burc^ 
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bie Äcnbcrung bcflnirt, toüdft fie in einem SIemcntc be^ betrad^* 
tetcn ftetigcn ©Jjfteme^ l^otjubrinaeu ftrebcu — unb fßnnen nid^t 
ob&quat burd^ bie Slenberung in einem enbtid^en !£l^ei(e biefed ®^^ 
ftcme« beflnirt toerbcn* — Obgtcid^ j. iö- bie (Slafticität auc^ bie 
@r5|e eined enblid^cn Steile« be« ©^fteme« ju änbern ftrebt, fo 
fann pe bod^ nid^t abäquat burd^ eine fotd^e Slenberung befinirt toer* 
ben, toeil biefelbe SBitfung aud^ bnrd^ anbete, il^rer 9Jatur nad^ bon 
bcr ©aftidtät ganj berfd^iebene Sräftc l^crborgebrac^t U)erbeu lann — 
j. ©. burc^ ßrafte, beten SBitfung fid^ blo« auf gett>iffe {Regionen 
be^ ftagti^en cnbfid^en Zffüit» be« ©^fteme^ befc^ränfcn — toaf)^ 
tenb ba^ SBefen bet Sfafticität batin befielt: ba§ fie in jebem 
(Stern ente be^ ©^fteme« toitft. — ^ietau^ fielet man atfo, ba§ in 
bcm matl^ematifd^en Slu^btucfe be^ SWomente« einet Staft — j» So. 
bcr ßtafticität — bie SSatiation eine^ ßlemente^ in bem 
totl^in angegebenen ©inne botlommen mu|, — 

Sbenfo lann e« botfommen, ba§ eine bet S3ebingungen be^ ®^* 
fteme« nid^t anbete, al« butd^ eine ©leid^ung mitunenbtid^ Ifei^^ 
nen ßtementen au^gebtüdft toetben lann. — ®o lägt pd^ g. S5» 
bie Stid^tjufammenbtüdbatleit einet i$(üffigleit nut butd^ eine 
©leid^mig bon bet Ootm: 

dm = const. 

auMtäden; bem eine ©(eid^ung toie: 

too M ein enblid^et 5C^eiI bet glüffigleit ift, »ütbe nid^t au^btfiden, 
ba§ fettete unjufammenbtüdbat ift, fonbetu nut: ba| bie 3"^ 
fommcnbtüdung eine^ ÜEi^eife^ bon M bet Slu^bel^nung be^ anbetn 
ZlfüU^ gleid^ ift. — ÜDa nun bie Slmoenbung bet Sagtange'fd^en 
SDietl^obc bie SSatiation bon ©cbingungdgfeid^ungen etfotbett, fo ift 
Rat: ba§, toenn eine biefet ©(eid^ungen bon bet obigen S^^m ift, 
tl^re SBatiation bie SSatiation eine^ @Iemente^ entl^alten tt)itb. — 

SBit tootlen nun eine SSatiation, »eld^e bon einet SSettüdung 
bon fünften, «:• l^ettül^tt, gut Untetfd^eibung eine „med^anifd^e" 
SSatiation nennen — unb unfete nad^fte 3lufgabe toitb batin beftel^en: 
bie med^anifd^e SSatiation eine^ gtemente^ ju flnben. — äbet 
ed ift bei bet Slntoenburig bet Sagtange'fd^en ^tinci^)ien auf bie 
©eftimmung bet ©leid^ungen be« ®{eid^geU)id^te^ unb bet Söt^ 
tocgung ftetiget @^ftcme oft avi(Sf etfotbetßd^, bie med^anifd^e SSa^ 



344 

riation afjviiäftt i^uncticnen, mie bte früi^er 6etraci^teten }tt beftimmen. 
— Söenn j. Ö. |, tj, 5 bie mirKic^cu SJerrudungcn eined üßolefu« 
kii in einem ftetigen ^^ftente finb, unb ed ift: 

fo ift oft erfcrberlid^, bie median ifd^e aJariotion öcn V ju fud^cn, b. 
ff. bie SSariation, meiere V in golgc einer birt neigen SScrrüdung 
biefe^ aJiofefuled erfäf;vt. — SBir i^aben bc^l^alb l^ier aud^ ju unter* 
fud^en: ob unb in wie ipeit biefe med^anifd^en 93ariattoneii mit ben 
bi^^er betrad^teten ibentifd^ finb, — 

aufgäbe VIII. 

144. 'Die m e c^ a n i f d^ e ä3ariation bed (SIemented : 

dxdydz 

JU finben, b. I;. bie 35o(umeuäuberung beö unenbßd^f Keinen pa* 
ral(e(ej3ij)ebifd^en ßfemente^ eine^ ftetigen Ä8r}>erd, toeld^c bon ber 
aSerrüdung feiner 3ÄoIefu(e l^errü^rt. — 

2lufl. @^ feien x, y, z bie (joorbinaten eined STOoIcfufe« be« 
Äör|)er« bor feiner SScrrüdfung, unb: 

^ + 1^ y + Vy 2 + 5 

bie na d^ berfefben; fo fe^t fic^ bie S^otaloerrürfung be« 2)ioIeIuIe« ju* 
fammen au« ben ju ben 3(jen ber x, y, z xc\p, ^jaraffelen ^artiaf* 
berrürfungen |, r^, t. — Soü aber auf ein Problem toie ba« bor* 
üegenbe bie mat]^ematifd;e SHec^nung anioenbbar fein, fo mug offenbar 
borau^gefe^t toerben: bag bie SSerrüdung nad^ einem beftimmten 
®efe^e gefd^iel;t, fo baß bie neue 8age jebe« aKoIeluIc« mit ber 
urf))rüngtid^en burd^ eine beftimmte ^Relation berfnüj)ft ift — 
SBir ncl^men be^l^atb an, baß iebe ber ©rößen |, rj, f eine Function 
ber ßoorbinaten x, y, z ift. — 

@« fei ABCD (g-ig. 16) eine ber gfäd^en be« ^araDeIet)i})ebumd 
dxdydz, j. ©• bie gfäd^e dxdy] fo finb bie ßoorbinaten ber biet 
g(J^}unfte offenbar: 

A,x,y,z, B, x-^-dx^y^Zj 

C, X, y, + dy, z, A * + dx, y+dy, z, 
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fBMUtt iura bie STOoIdute wrrüit, unb ift A'B^Cjy bie neue Sage 
wn ABCD-, fo finb bie Soorbinoten ber fünfte A', B', C, D': 






(A) 



Demnad^ ift offenbar: 

-•«•-vif K'+ir+f h^-'- '" 

Die gtgur A'B'CD' ift alfo ein Parallelogramm, unb toenn unenb^* 
lid^ Keine ©rößen jioeiter Orbnung unbead^tet bleiben; fo l^at man: 

SBenn man in SSejug auf bie anbern gläd^en be^ ^aratte(e^)i})ebumö 
dxdydz ebenfo berfäl;rt, fo finbet man leidet, ba§ baffelbe aud^ nad^ 
ber SSerrüdung ber aJiofelute nod^ ein ^aratte(e}3i^)ebum bleibt, beffen 
brci Tanten burd^: 

auögebrüdtt »erben — unb ba^ ^robuK berfetben ift, toenn bie \xa^ 
cnblid^ Keinen ©rö^en ber l^öl^em Drbnungen toeggelaffen toerben: 

22* 
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Um bie Slenberung bed SBtnfetö iiotfd^en {toei jufoimnenftogenbtn 
ftanten AB, AC in finbcn, »otten »ir bcnSJinfd B'a'C = y' fefeen; 
fo ift: 

2A'B' . A'C cos/ = A'B"' + A'C^ — B'Cf^. (D) 

aber ou« (A) folgt: 

unb toenn man bie SBert^c bcn i4'J?', B'C', A'C in (D) fubftttuirt; 
fo erl^ä(t man mit ^intoeglaffung unenbßd^ Keiner ©rdgen ^dl^erer 
Orbnungen; 

unb cbcnfc finbet man: 

, dl] . di 
cos a = — - H — — . 
ds ^ rfy • 

ÜDiefe 2(u^brü(fe jeigen: ba§ bie SBinlel be^ neuen ^arattelejji^cbum« 
unenbti^ menig t>o\\ redeten SBinlefn berfc^ieben finb, unb ba§ 
mithin ba^35otumenbe[[eI6ent)on(C) nur um eine unenblid^ Heine 
©vöße üerf^ieben ift, bie bon einer i^öl^ern Drbnung ift, ate irgenb 
ein^ ber in biefem 2lu6brü(fe Dorfommenben ©lieber. — $ieraud er* 
f)tüü, ba| bie Variation bon dxdydz ift: 



(Ä+^H-i)^^'*- 



Mx dy 

SBenn bie SSerrüdungen oirtueKe finb, loetd^e mit d iejeid^net 
ju »erben ))flegen; fo l^aben toir: 

S.dxdydz^f^^ + ^ + ^'jdxdydz. 
Der ®(eid^förmigf eit loegen »erben loir fotc^c o ir tueUe aSerrüdungcn 
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au^fd^Ilc^üd^ mit i onbcutcn, bagcgcn bic toirltid^cn mit |, tj, { 
bcgeid^ncn. — 

Aufgabe IX. 

145. Tlan foü bie med^anifd^c 35ariation bcn: 

finbcn. 

Slufl. SBenn toir lieber annel^men, ba§ bic SScrrücfungcn nad^ 
einem beftimmten ®efc|}e gefd^el^cn, [o ba§ |, ^, g Functionen 
bcn X, y, a finb; fo ift unmittelbar einfeud^tenb, bap \\äf V nur auf 
gtoei Strtcn änbern fann — nömKc^: 1) ingofge'ber S33ertl^«anbe* 
rung irgenb einer ber ©rßßcn t, y, z, unb 2) in gc(ge einer gorm» 
änberung irgenb toeld^er ber gunctionen |, tj, g. — !Die SSeränber^ 
fidlen X, y, z Unntn, toie [d^on bemerft, jmei 2(rten bon 3nn:ementen 
betommen — nämtid^: dx, dy^dz, meldte fid^ auf ben gegenfeit igen 
Slbftanb gtoeier berfd^iebener fünfte ober SWotefuIe bejiel^en — 
unb; 2) Jx, Sy, dz, toüä)t fid^ auf bie 33errüdtung bcffelbcn 
fünfte« ober SKofefuIe« bejiei^en. — ÜDie erfte 2lrt bon Sncrementen 
toirb bei ber borßegenben Slufgabc fd^on burd^ bie iöebeutung be« 
SBorte« ,,SSariation" au^gefdf^Ioffen, meldte« immer eine Slenberung 
anbeutet, bie fic^ auf baffe Ibe aWoIefuI bejiel^t. 

aWan l^at bal^er nad^ ben in Sap, 1 aufgefteßten ©äfeen:* 



ax 



+ (| + || + -^0^^ + (f + ff+.c.).. 



'^s d d| dx ^'^^' 

' dx 



oba- {ür}er auegebrüdt: 
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tvo: 



(A) 
dx 

fe)' v"^)' ("sr) 

loieber bie boKft&nbigen ober totalen !£)ifferentta(quotienten k* 
beuten, inbem V fomol^t att eine ef^Iicite, toic impücitt Function 
bon Xy y, z 6ettad^tet totrb. — ;^ierauö fielet man, bag bie ge^ 
n)&^n(i(i^e (anat^tifd^e) SSariation bon V, nämßd^: 

mit ber med^anifd^en SSaviation nid^t ibentifd^ ift, loofem nid^t: 

(f)"+©'^+(£)'-='' • 

ift. — aber bei ber gemöl^nßd^en 2lnn)enbung bon r, y^ z, toddft 
bie ßoOrbinaten nid^t irgenb loefc^er loirllid^ efiftirenber 2Kote* 
lute, fonbem nur urf})rün8Hd^er Sagen bon SIÄoIeluIen au«* 
brüdten, fönnen bie ©^mbote Sx, Sy, öz nid^t borlommen, unb in 
biefem gatte toirb mitl^in d V burd^ (B) gegeben. — 

S33ir motten nun bie gagrange'fd^eSIÄetl^obe auf einige ätufga* 
ben über ©leid^gemid^t unbSBetoegung antoenben, inbem mir un« 
auf ben gatt eine« ftetigen ©^ftcme« befd^ränlen, tl^eite meif biefc 
aWetl^obe auf biefen gatt mit bem meiften S5ort^eiIe angcmanbt mer* 
ben lann, unb tl^eite, toeit bie 9tegeln ber aJariation^red^nung, unb 
nid^t irgenb ein anbere« SSerfal^ren mit arbiträren 3ncrementen, auf 
biefen gatt angemanbt merben muffen, — 35a ba« Sagrange'fd^e 
SSerfal^rcn feiner 5Watur nad^ l^öd^ft gleid^förmig ift, fo mirb eine 
Keine Slnjc^t bon 3eif))ie(en )ur (Srtäuterung beffelben l^inreid^enb 
fein. — 
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« 

Slufgafcc X. 

146. 3)^an foUbie ©leid^getpici^tdbebingungen einer a\x^* 
bel^nbarcn, ober niäft au^bel^nbaren biegfamen %lää)t finbcn, auf 
toetd^e irgenb ein ©Aftern bon Stäften toMt — 

Sluf L 6« fei dS ba^ ©ement biefer gfäd^e, fc f)(d man, tuenn 
fie nic^t auöbei^nbar ift, naä) bem ^rindjje ber birtueßen ©efc^minbig^ 
fetten bie ©(eid^ung: 

SSiXSx + Ydy + ZSz) dS = 0, 

unb außerbem nodf bie ©ebingungdgtcid^ung : 

ÄrfS ^ 0. 

üDie nad^ ben SRegetn ber SSariation^red^nung ju bel^onbelnbe ®{ci* 
d^ung ift atfo nad^ bem Sagrange'fd^en 35crfa^ren für relatibc 
äßa^ima unb Sßtnima: 

JJ iXdx + Yöy + Zdz) dS + SS^'^^^ = 0- ( A) 

@e^t man nun: 

fo ffat man: 

dS = Udxdy, 
unb folgßd^: 

S.dS=üS. dxdy + SUdxdy. 

3ladf Hufg, VIII ift aber offenbar: 

unb: 

... dU, , dU, , 1 / dö'z , dd'z\ 

too J'z l^ier bie getoö^nlki^e anal^tifd^e SSariation üon ?, b,)^. bie, 
toeld^c 2 in golge einer bfogen gormänberung belommt, bebeutet. — 
©ubftituirt man für d'z feinen SBertl^: 

dz — pöx — qdy, ♦ 

intcgrirt tl^eitoeife, unb fefet jur Slblürjung: 
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fo txffSÜ man: 

/{ I7<Jy+ -^(iz—p8x - qSy)\ Xdje+Jl Uix+^iz-pSx-p9y)\Uj 



(B) 



too: 



+Si(ÜX + X^-^+Vp^dxdxd9 

+ //( KZ — F) ds<tody = 0. 

SBenn man bie '(Socffirientcn Don 8x, dy, dz unter bem topptU 
ten antegraljeid^en dnjcin =0 f«|t, unb rebuchrt; fe etl^äft man 
bie ®(et(i^ungen : 

\dx)~dx "^^ dz' 

/dX\ ^dX rfA 

\dy)'^ dy '^^ dz 

\% — 3KuItit)tidrt man biefdbcu refr, mit dx, dy, dz unb abbirt 
bie ^robufte; fo bcfomntt man bie ©leid^ung: 

^dx + ^ dy +^d%^ Xdx + Ydy + Zdz. (D) 

dx ^ dy ^^ ^ dz ^ 

SBenn bie öuf bie gtäc^c toirlenben Gräfte fo Bef^affen ftnb, bag ber 
iöebingung : 

Xdx + Ydy + Zdz = dH 

genügt toirb; fo folgt a\x^ ber ©leid^ung (D): 

d'k=:dn, A = jTZ + a. 

©ubftituirt man biefen ©ertl^ in bie b ritte ber (Slcid^ungcn (C), 
fo ergiebt fid^ toegen (fi) a(d ©letd^ung ber ${äci^e: 
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d. ^ d. :^ 



dx . dy 

ober mdf einer äl^nöd^en S^ran^f ormation^ toie bie in Sap. 8, änfg. I : 

-i- + -gr =^ - ^^i-^ (A'cosa + ycoa^S + Zcosy). (F) 

3laäf Sap. 8 gibt bicfe ©(eid^ung aber andf bie äufldfung einer ge* 
toiJl^nüd^en geometrifd^en Slnfgabe über äRajima unb 3Äinima, 
nämtid^ : 

,,SBenn bie ®rö§e einer gfäd^e gegeben ift, il^re gorm fo gu 
beftiwmen^ ba§ ba^ 3ntegröl: 

SJndxdy 

ein aÄajrimnm ober 3Äinimnm loirb." — 

Demnad^ ift baö med^anifd^e Problem ber .äuffinbung ber 
®Ieid^getoid^t«bebingungen ibentifdj^ mit einer rein geometri* 
fc^en älnfgabe über äßajima nnb 3Äinima — nnb toir toerben 
fester feigen, ba§ bie^ nur ein ^ptcxtiUx galt eine« allgemeinen 
Sl^eoreme« ift. — 

SBir looßen nun, bie iöebingungen nä^er betrad^ten, toeld^e an 
ben Sntegration^grenjen erfüüt toerben muffen, — 

!Die gegebene biegfame gfäc^e toerbe »jon jioei biegfamen gäben 
begrenjt, toobon fic^ ieber läng« einer gegebenen gläd(^e betoegen lann, 
bie er in aßen feinen fünften berührt; aber in beren ©ubftanj er 
nid^t einbringen lann. — !SDa biefe leftte S3ebi|igung fc^on burd^ bie 
Söebeutung be« ^^\ii)m^ ö erfüllt toirb, toetdj^e« bie 3bee be« Ueber* 
gange« t)on einem materiellen fünfte ju einem anbern au«fd^tie|t; 
fo txanäft nid^t toeiter babon bie JRebe ju fein* — 

!3Die ©leid^ung einer ber ©renjPäd^en fei: 

dz = p'dx + qdy, 

fo l^at man mdf ber ©cbeutung be« ^ücl^tn^ i: 

öz = p'dx + q'Öy, (G) 

unb bie in (B) unter bem einfad^en 3ntegraljeid^en ftel^enben ®lie^ 
ber geben »ieber loie früher (9Zr. 112) für jebe 3ntegration«grenje: 
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©ubftituirt man für dz feinen an^ (G) genommenen ®ert^, 
eßmtnirt ^ mittclft ber ©leid^ung: 

äfß _ P —P 

dx 9' -" ? ' 

unb fefet bic ßocffictetiten bon 8x, dy etnjefa =0; fo erl^ätt man 
bie eine ©Weisung: 

Die elaftifd^e gtäd^e fd^neibet atfo i^re eine ©renjpd^c rcd^ttolnl* 
lig, nnb baffe(6c ift offenbar aud^ mit ber anbem ©rcnjpd^e bct 
Satt. - 

147. Dag fid^ bie aue ben ßoefflcienten bon 8x, 8y gcbilbetcn 
beiben (Sleid^ungen auf eine rebudren^ ift offenbar burd^au« noti^* 
toenbig , um ben ®ebingungen ber aufgäbe genügen ju Knnen — 
unb ift nid^t tttoa bem borliegenben gatte eigentl^ümlld^, toic fld^ leidet 
attgemein auf fotgenbe SBeife jeigen lägt: 

2lu« ber B^^fönimenfet^ung ber ©lieber unter bem ctnfad^cn 
3ntegra{jeid^en ift leidet erfic^ttid^, ba§ bie 3ncremente dx, Sy in biefe 
©lieber auf jtoci SBegen cingefül^rt toerben, nämtid^: 1) burd^ bie 
med^anifd^e SSariation be^ @f erneutet dxdy, unb 2) burd^ bie@ub^ 
ftitution bon: 

Sz—pöx — qdy, ober (p* — p)dx-j-Cq' — q^dy 

für bie anat^tifd^e, getoö^nfid^e SSariation d'z. — 5Dic auf bic 
erfte SBeife eingeführten ©lieber finb offenbar oon ber gorm: 

SQSxdy+Se^ydx, (H) 

b. 1^. ber Soefficient bon dx unb Sy ift in beiben ©liebem berfelbe 
— unb toenn bie auf bie jtoeite 2lrt eingeführten ©ßeber burc^: 

JSld'zdx-^-JSlid'zdy 

bargeftettt loerbenj fo ift ber ©eftanbtl^eit mit öx, 8y offenbar: 

jÄ|(p'-p)tfj:-h(9'-g%|d^+jÄi \{p-p)äX'\'{(^-q)dy\dy. (I) 
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VMH man bk fSagMOt (H) tmb (l), »ntduf^t Wc tnbe)>otbente 
ScranbocSt^ toiebcr tvic fifl^, ttnb f^ bie (Socffidcnten »on 8x, 
<y ebijcin 0; fo ffaibä tnnn: 

- e ^+Ä0»' -P) - Ä, 0»'-p)-g = 0, 
e + aCq' - 9) - Äi (9'-9)-^= 0. 

@e^ man nun für ^ feinen ffiertl^ — ^i~^ , fo ioccben Wefe 
l&etben @(etc^nngen ibentifc^, unb rebuciren fid^ auf bie eine: 

m 

e + acq' - ^) + ßi (p' -i>) =0. 

aSenn bie 6iegfame gtSd^e au^bel^nbar tft, fo fSdt bie ^bingung: 

\»tQ, imb ed b>irb eine nene Straft eingeffil^rt^ beten fDlmtnt ift: 

FSdS. 

^terottd erl^eQet, ba§ bie borl^ergel^enbe Unterfud^ung biefem (e^ten 
%$iät mgtpdit tmxb, tomn man nur X in F mnfe^t — unb mit^ 
Utibm bie erl^altenen Äefuttate bicfeften* — 

©eifJ)ieL 

i4a Sir tooUtn annehmen, bag bie auf bie biegfani^ f$(Sc^e 
toirfenbc Sraft in aßen' fünften fenfrec^t boraiif ift; fo ift offen Jor: 

Xdx+Yä9 + Zdz=z0, 

utA) mithin X^a. ®e^t man biefen 993ert^ in bie britte ber ®(ei^ 
dangen (C), fo piÄet man: 

■ dx '^ dy ö ' 

too F bie toirfeiibe Äraft ift. — ICie ®(cid^mi^ (P) toirb in biefem 
Saöe: 

23 
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9km ül\t biefe ftraft cenftant ift, fo ift and^ bie mittlere tMm 
amng ber &U\äntimäft»fl&ift conftant, kDtf<|e (ggenfd^ft, HHe loir 
frfil^ gefeiten ]^a6en, ber ^i&6ft julottmit, kKfa^ Bei einm gege« 
6enen t^I&d^enttil^alte bad grSgte Sobtmen etnfd^Itegt CStt. 76). 
X)tefed ifl offenBar ber golC^ toemi eine Biegf ame glSd^ bem !Dru(fe 
einer l^cmogenen claftifd^en glfiffigleit audgefe^t ift — 

SSenn F bie ©d^koetlraft ift, f o toHrb in (F) offenbar: 

unO' mttfin: 

1.1 ycosy 

ober tvenn ^ ber Xi^eU ber 9iorma(e }totfc^en ber f^d^e unb ber 
vnrt^t 



a 



oudgebrfidten QEbene ift: 



looburd^ eine a^nixätt @igenfc^aft, toit bei ber ftettenlinie crtt^gebrtidt 
toirb. — 

anfgabe XL 

149. Senn anf einen old ftetig borau^fe^ ^ivpn ein 
(Softem bon Säften koirft, koeld^ed ber ^ebingung : 

Xdx + Ydy -^-Zdx^dJI 

genügt, unb oxxä) eine traft, b>el(l^e ba^ Stement bed 99r)>er9 au«^ 
iubel^ncn, ober jnfammenjubrüden flrebt, p betoeifcn: bag bie 
®eftintmung ber Sebingung be« ©leid^getoic^te« auf eine aufgäbe 
über gctoö^ntid^e SKajima unb 3Äinima rebudrt »erben fann. — 
2lufL e« [et dm ba« Sör})er dement, fo ift ba« SWoment ber 
Äraft, »eld^c baffelbc ju tjergrögern, ober ju i>erHeinem ftrebt: 

FSdm^ 

unb folglid^ gibt ba^ ^rind|) ber birtueHen ©efd^toinbigleiten bie 
©teid^ung: 
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@uB|Ut«irt man ffir dm fdnen Skrtl^, toeld^er bie 3»tin: 

Vdx, Vdxdjf, ober Vdxdydx 

^at, jenad^bcm bcr 6cttad^tctc ftör^er eine materlcöe 8ime, eine matt* 
ricKc glöd^e, ober ein totTÜfd^er S&tiftx ifi, intcgrirt tl^eiltoeife unb 
fe^t bie Soeffidenten bcn Sx, Sy, Sz dnjefn =0; fo finbet man bie 
brd ©Idd^ungcn be« ©leid^getoic^te«. — SBirtoolIen l^ier bengall 
eine« feften 85r})er«, al« ben einfac^ften^ f^deü betrad^tcn. — ate* 
bann l^aben ipir: 

dm = Vdxdydz, 
tDC: 

unb u eine ©töge i[t, koetd^e bon ber älggregation ber äßo(efu(e, 
ber SJärnie, ober irgenb metd^er anbem Urfad^e abfängt, bie auf bie 
in biefem gaüe ntit V bejeic^nete !Did^ti gleit bc« ^Jixpm (Sinflug 
l^ot — r ©ir ^aben mitl^tn: 

ober toegen: 

aud^ : 

+ t/Ä'« + Vx ^ -f &c. j dxdydz, 

too ü; F^ , etc. biefetfce «ebeutang, »fe in &op. 7, tlnfg. III l^oben 
nnb: 



fdV\ /dV\ /dr\ 
\dx)' \dy)' \dz) 
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toieber bie boKftSnbigen lOiffmiitiaCqitotkBtett bcr ott bxüfMt, 
tote d^ qct)(idte Sitnction bon x, y, % betrachtetest @r5§€ V UyAi)-^ 
ttett« — ®ttbflititttett toit blefett Vdtctfy fai (A); integritttt t^eitkoeifc 
itttb fe^en bie (Soeffictetttett bott ix, iy, Sz unb i'u eittidn =0; 
fo erl^otten toic bie biet @(eic^ttngen: 

^+KS)-(^)=». 

ffietbcn bie brei erftcn bcrfcttett rcf}).Tnit dx, djf, dz muftl* 
jjllcitt unb bie ^robirfte obbirt; fo ergibt fld^: 

tiV dF tlW 

^dx + ^dy+^dz=^Xdx+Ydy + Zd% = dn, 

ober burd^ dntegrotion: 

F=JT+a. 

SBenn biefer SBcrtl^ für F in (A) gefegt ioirb, fo erl^ättmanenbßd^: 

J{ mdm + (iT+ a) Ädfmj = 0, 
Ober: 

!Die®ebingungbeö®Ici(i^gcn)i(i^te« toirb alfo gcfunben^ tt>enn matt 
utttcr aöen gormen ber guttction w, für loeld^e bie SKaffe be« ftJr^ 
})er« conftant bleibt, biej[entge fud^t, toeld^e ba^ Sntegrat; 

2tt etnetn aRafimunt, ober aRtnintuttt tnad^t. — !Da tttatt l^ierbei 
bie aSariationett ber ©lemente nid^t ju betrad^ten braud^t, fo toirb 
auf bicfe ffieifc bie aügetneiitc Untcrfud^ung über bie ©ebingungen 
bcd ©teid^getoid^teö offeitbar fcl^ oereinfad^t — 
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aufgäbe XU. 

150- !S>ie ©(eid^ungen für ixt ^eiDegung eim^ etaftif^en 
Stihe)>et^ 2U finbeti, beffm berfd^iebene 3Ro(etu(e unetibtid^ koinig 
oud il^rer ©(etd^gmid^tdlage berrüdt finb. — 

3lufL ^ei ber Slnn)enbnng bed Sagrange'fd^en SSerfal^rend 
auf biefen goU muffen tobe im&äf\t ^toei kDefentßd^e ^orau^fe^ungen 
mad^en — närntid^: 1) bag bte @umme ber innem SOtomente bed 
85r})er^ burci^ bic (mcd^antfci^c) SSariation einer emjigen guncticn V 
ouÄgebrücft »erben fann — unb 2) bog F eine gunction ber erften 
J)iffercntialquütienten ber SSerrfidungen ber SDioIcfutc ift. — !E)ic 
erfte Sinnol^me finbet offenbar bei einem Sixp^ ftatt, beffen 372o(eIu(e 
fid^ nad^ irgenb einem ©efe^e il^rer gegenfeitigen 9lbftänbe anjiel^en, 
ober abftogcn* — aber nad^ neueren ßrfal^rungen gibt e« Sitptt, 
bereu Sonftitutiou nid^t fo befd^affen ift, fo bag biefe erfte Sebingung 
nur aü eine ^tfpot^f^t betrad^tet koerben lann, bereu 9EBa](frfd^einiid^^ 
leit^grab bon ber Slnjal^t ber gälte abfängt, too bie barau^ abgelei^ 
tetcu JRefuttate burd^.bic ßrfal^rung beftfitigt merben* — 

I)er ®runb ber jtoeitcn ännal^me liegt in ber ^otat ber 
a^oIeMarlrSfte, toeld^e nur bon re(attben unb nid^t i)on abfo^« 
Inten 35errüdfungen ber SKofcMe abjul^ängen fd^eincn. — 

SB8ir tooöcn bie (Sfeid^ungen für bic ©etoegung eine« clafti^ 

id^en ^Br^erd fud^en, auf toeld^en !eine äußern ^äfte b>irten, unb 
(obei bie fjunction V eine gegebene §orm l^at. — I)a bad augu«« 
locnbenbc aSerfal^ren feiner 9?atur nad^ ^öd^ft gleid^fSrmig ift, fo 
toirb eö genügen, baffclbc an einem eingcinen gaße gu jeigcn, unb 
loegen audfül^rßd^erer SBelcl^rung über biefe« toid^tige Problem bcn 
8efer auf SKac Sulla gl^'« äbl^anblung: On the Undulatory Theory 
of Light,») ®reen'« Äbl^anblung über bcnfelben ® cgenftanb, «) unb 
befonter« auf $) a u g 1^ t o n '« jtoci Slbl^anbtungen : On the Equilibrium 
and Motion of Solid and Fluid Bodies») unb: On the Classi- 
fication of Elastic Media*) gu tjertoeifen. — 

@d feien nun x, y, z bie Soorbinaten irgenb eine« äj^oleluled 
in feiner urf}>rünglid^en Sage, unb nad^ ber SBerrüdtung: 



') Transactions of the Royal Irish Academy, toI. XXI. 
^ Transactions of the Camhr. Philos Society, vol. VII, p. 11. 
') Transactions of the Boyal Irish Academy, vol. XXI. 
«) Ibid. vol. XXn, part. 1. 



358 

x + if 9 + nf »+C- 

gemer tie^mtn koir an, bat ber Sttxpa fo 6ff<<i^ff^ ^^ ^^ ^^ 
®titmne bei aRotnente ber burc^ biefe Srtrfldimg btr SRoIdttle ffa* 
botgerufenen Strafte burc^: 

SSJdVdxdgdz 
au^gebrficft n>etbcn tann, »o: 

rnib U trgcnb eine Function bon *, y, « ift. — Um bie ollge^ 
meine ©(eid^nng ber ^9e)oegung: 

bem borliegenben gaUe an)u)>affen, miiffen b>ir bcr aßen !Dingen erft 
bie burd^ dv angebeutete mec^anifd^e Variation ju beftimmen fud^en. 
Sbti ber SSerrid^tung ber burd^ S angebeuteten £))>eraticn nut^ 
bcmerlt toerben: baß fid^ biefe^ 3eid^en auf birtuelte SBerrüdtongen 
ber ^ctefule aud tl^ren mirüid^en Sagen, U)orin fte fid^ bermSge ber 
©cbingungen ber Aufgabe befinben, bejiel^t — fo bafe babei bie frül^ 
Sagen gar nid^t in Sättta(S)t Icnnnen, unb mithin bad ©^rnbcl 6 nid|4 
auf X, y, z anjuipenben ift, toeld^e bie Soorbinaten nxdft bon tovMidf 
efiftirenben SKoIefuIen finb, fonbern blod bon ben Sagen, toeld^e 
biefe SKoIelule in il^rem urfprüngßc^eu ^uftanbe be« ®leid^getoid(fte« 
l^atten. — Die raedj^anifc^e 33ariation bon r ftinunt ba^er mit 
ber eigentlid^en anatl^tifd^en ober geometrifd(fen Variation 
bon F überein, unb entf^jringt bfo« au^ einer gormanberung bcr 
gunctionen |, ^, g. — ffiir l&aben folglid^ : 

_ /dg dri dt\(dd^ ddt, ,ddt\ 
\dx^ dy~^ dzJKdx "^ dy ^ dz J 

©ubftttutrm tobe biefen Seitl^ in ben {toetten XtfüL ber ®(ei> 
(^ung (B), integriren t^eUtvetfe unb fe^en bie (Eoefficienten bon i^ 
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ihf, ii unter bem bretfad^en3ntegta()et<^en ent)c(n=0; feerl^oäea 
loir iM ftftgenben btei ^(dd^itngen ffit bie ^SSmegung : 






"(1+1+'^) 



*d«»~ dx W^dy ^ dzj 
ober loenn toir fe^en: 



bie (SM^fymgta: 



<P|_ Udm & du 

dt^ i dx i dx 

dhj _ Ü da m du 

dt^ ^ i dj/ € dtf 

dt'^ t dz f dz* 



(D) 



S)ifferentüren tobe biefe ©(eki^ungen tef^. noci^ x, y, z unb abbimt 
bie Slefuttote, fo erl^aiten toir (etd^t bie fo(genbe ©(eid^ung ittit ma 
einer abl^fingigen 9Seranber(ici^en: 






~ iKdx'*'^ dy^'^ dz^J 



_ f*^ ^— £^'\^— /i^_ ?A^^ ^(^^^ ^J* 
vTcte T^dxJdx \i dy 9^dy/dy \t dz t^ dz 



\da 
) d% 



\dx " £ 



dx dy* i dy dz ' t dz) 

!Cie ®(teber augerl^alB beti breifad^en dntegraljeid^en^ geben bie 
©(eid^ung: 

SS^'{^+% + ^)^^^'^y^^-^^ndxdz + dVdxdy) = ^ 

Vkm a, ß, y bie VMA '^^mA^ Me tRotmoIe ber Idegrenjung««* 
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füäft mit ben Soovbbiatenairen mad^t, ttnb dS ift bii# (Sfemettt bk« 
fer Städte; fo tann bie (e^te ©(eid^img nad^ ®. 240 offotfior auf 
fo(genbe gotm gebrad^t ta>erben: 

bei beten 9lnu>enbmtg folgenbe SftQe botlemmen f&nnen: 

(I). Die äugern WloitMt be« ft5rt>er« li^ai abfolut feft- 
3n biefem SaQe ift an ber ®ren}flfid^e: 

«|' = 0, «v = o, K = o, 

unb bie ©ieid^ung (F) toirb eine ibentifd^e. — 

(2). !Dte äugem 3Ko(e{u(e fBnnen ftd^ auf einer gegebenen ^ 
(Sft, aber nid^t in normaler 9lid^tung gegen biefe %i&dft belegen. — 
SSenn bie ©(eid^ung ber ©renjpd^e f o(genbe i|t : 

f l^at man, ba fie nad^ ber 93oraudfe^ung ffir bie Soorbinaten febe^ 
äugeren WloUMt^ ftottfinben mug, u>ie biefed aud^ berrfidtt n>erben 
mag: 



uitb mithin: 



f «+!»'+ f'«=»' 



ober: 



cosadi + ^^ßifj + cosyÄf = 0. 

^ ■ 

5Die ©leid^ung (F) ift folgüd^ toteber eine ibentifd^e. — 

(3). Die augcm SKoIeluIe be^ ^JixpM finb ganj frei. — 3n 
biefem f^atle fann ber ©rentgteid^ung nur genügt loerben, loenn man 
fefet: 

"•(1+1+1)=". 

unb \oi2f.i^: 

F' = 0. 
Idfi !&ec toid^ttgfte ^«ü tft {ebo^ bev, too fi^ ^»(i 3Kebittt 
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Bcrül^ren^ bie in ber %oxm öon V bcrfd^lcben finb^ — SBir tootten 
g. Sd. annel^men, ba§ fie fid^ in einer unbcgtenjtcn (£6ene it^ 
rül^ren, tt>e(c^e tt>ir jut Sbcne ber xy nel^men tootten, unb bic Reiben 
SDiebien ent[j)red(^enben SBertl^e bon V feien: 

CG) 

tt>o A,,JBi, C, ; A2,B2, C^ ßonftanten finb. — SBenn nun in bem 
erften 3Kitte( eine ebene SBettenbetoegung entftel^t, toeld^c burd^ bie 
©leid^ungen ; 

li = A cos -j- (Vit — %), 

7ji = Mi cos -r- (Vi « — z), (H) 

gl = Ni cos Y- (Vit — 2) 

au^gebrücft toirb, bie ebene SBettenbetoegung gu bcftimmen, »eld^cin 
ba^ jtüeite 2ßitte( fortge^)f](anjt toirb. — 

©a bie SBirlung ber 2KoIe!u(arfräfte auf enbüd^c @ntfer* 
nungen unmerftid^^ ift, [o muß man, um bie SBett)egung eine^ in 
bem erften äWittel in enblid^er Entfernung bon ber S^rennung^^ 
pd^c beiber SDiittet liegenben 3Ro(eIu(e^ ju erl^atten, in ber aflgc«' 
meinen ®(eid^ung offenbar fetjen: 

für ein in bem jtoeilen 2«ittet ai^nlid^ tiegenbe« Wlokhü: 

F= Fo, 

unb für SDioleMe, toetd^e in, ober unenbüd^ nai^e an ber S^ren*^ 
nung^pd^e liegen: 

F= Fl + F2. 

Sei ber Seftimmung ber an ben Sntegration^grcnjen gu beob^» 
ad^tenben Sebingungen mug man offenbar bon biefem testen SBert^c 

23* 
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^i> JBi, Vi , A2, Bif Ca, «1, t2 

(Sonftanten fbib, fe^t: 

— a^^ti—Ai, —bi^ti=B„ — Cj««i = Cj, 
fo toerben bic ©kld^ungen (K) unb (L): 

rf«' ^^' dz* ' dt' ""^« dz^ * 

ICa nun bic Sctoegung in bcm erften 5D?itteI mäf ber a3orau6^ 
fefeung burd^ bie ©Icid^ungcn (H) au^gebrücft toirb, fo erl^ätt man, 
tocnn bie an^ bicfen ®(eid^ungen abgeleiteten SSJertl^e t)on |i, 171, gi 
in (P) fubftituirt toerben: 

Xi=0, Jlfi=0, t;i = Ci» 

3ur SBcftimtnung ber ©ett>egung in bent jiDetten 5D?itteI l^at man 
guerft bie Sntegralgleid^ungen t)on (Q), nämtid^: 

I2 = /"C^ + ^2*> y> ») + ^(-^ — «2*; y? «); 
?2 = *(2^ + ^2*^ ^? ») + ^C^ — ^.2<> ^^ y)* 

« 

©oüen biefe ©leid^ungen eine ebene SSSettenbetoegmtg au^brüden, 
fo muffen fie fid^ auf bie gotm: 

I, = fQmy + nz + a: + a^t) + F(m'y + n'z + a? — a ,0, 
1^2 == 9> (?^ + &c.) + <P (//o: + &c.), 
gj = ^(pa: + &c.) + WCp'x + &cO 

rebudreh. — Slfö ©renjbebingungen l^at man toegen ber SSlequiöaleng 
ber SSibrationen: 

l'i = l'a> ^'1 = V2f S'i = S'2 
unb: 
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too bic ©rögcn |', ... acccnttiirt finb, um Änjubeutcn, bag fie ftd^ auf 
bic ©tengen bcjiel^cn — unb bie negativen ^ei^m finb gcfe|t, 
tocÜ bic 3ntegratü>nen in entgegengcfefeter SRid^tung gefd^el^en. — 
®inb atebann a,iS,y bie SBinld, toel^e bie5Worma(e ber (Srengfläd^c 
mit bcn (Soorbinotenafen mad^t, unb tt>irb bie borl^ergei^enbe ®Iei* 
d^ung toie in Sir. 95 tran«fi>ruitrt; fo ift an ber SntegyaÖ^n^tcnjß: 

8n bem jefeigen gatte, tüo bie Sbene ber xy bie ©rcnjpd^e ift, l^at 
man: 

cosa = 0, cosjS = 0, * 

unb bie üorl^ergel^enbe ®teid^ung tt>irb : 

aber ba bie SSerrucfung beffelSen SJiotelufe^ biefelbc fein mug, auf 
todäft^ ^Rittet fie au^i^ bejogen mirb; fo mu| man l^aben: 

unb alfo enbtid^: 

Slugerbem ffat man n^äf bie btrt ®(e*c^n^: 

tt>e(d^e au^brüden, ba^ bie fd^toingenbeh« SföoMnte an' Ux txtxtmti^«^ 
fläd^e beiber SKittet fotool^I ju bem einen,, ate ju bem anbern gel^rig 
betrad^tet iperben lönnen. — (S^ muffen alfo bie t>kx biird^ bie ®tei* 
d^ungen (N) unb (Ö) au^gcbrücften Sebingungen erfüüt werben, 
ttjeun bie 333eüen6eioegung au«^ bem« einen 5Biittei in bö« anbere über^ 
gelten {oß. — SBenn bie öefc^affenl^eit ber Unbniation in bem erften 
SKittet gegeben ift, fo bienctt biefe (Steid^ungcn in 95erbtnbunö ttitber 
®(eid^ung (L) jur ©eftimmung ber in ba^ itt)eite SÄitltef fib'^fgegan:* 
genen Unbutation. — Senn man in' bem gegenwärtigen gatte, too 
bie ©rögen: 



unb ntitl^m: 

^ (+ CjO = iiV, (l - -^) cos^ »,«. 
golgßc^ tft: 

?F(s - e,t) = i iVr. (l +-^) coB 1^ -^ (« - «a«)» 

^ (z + c,0 = i JV, (t - ^) cos ^ ^ (2 + c.«), 

ttib bie in ba« |)peite aKebtum fortgej^ottjte SEßeaenl&etDegung tohb 
dfo enbßd^ oudgebrüdt burc^ bie ©(eid^ungen : 

|,=0, ij, = 0, (V) 

« 
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StWt6 Slapittl 

3niDenlittn0 ttt ))ariatiottsrtd)nun0 auf W 6efttmmuit0 Ixr 
3ttt(0rabUitat6;b(l>in0utiBeti tct OifrtrenttalauslirSdie ooti tintr 
null vm iiut)rtreii xn\^tptv:badm ))trSnlitrlid)en. 

152. ©n !Oiffcrcntiarau«bru(f irgcnb todd^cr «rt ffü^ inte 
ixaiti, tocrni fld^ fein Ontcgral att eine Function öon ©rögen au«* 
bruifcn ISfet, bic jid^ nur auf beliebig angenommene 3ntegration«gren* 
jm bejiel^- ®o ift j. ©. ber äu^brud: 

Vdx 
inte grabet^ U>enn man ber ©(eid^ung: 

genügen fann, ol^ne bie gorm ber Function y ju beftimmen, ober 
ol^ne ben ©rengen Xq, Xi irgenb loeld^e f}jeciclte fflert^e beijutegen. 
3la6f ber 5Ratur be« ^roceffe« ber Integration ift einleud^tenb, ^ai 
bie Function F bon ber gorm fein mu§ : 

'h»..®,-(£^),!-'h.»«.(f).-(£*)j- 

«Benn ober biefe ©(eid^una itttSfftg ift, fo ift We «oritttton be« 6e» 
tra^teten integrale« offenbar bon ber Somt: 

9$etglei(^t man bie« mit bem allgemeinen 9u9brude in ffix. 11, 
nfimlid^ : 
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fo ift unmittctbar tiax, ba§ beibc SluÄrüdc nur ibentifc^ fein 1 
fönnen, toenn ba6 integral: 



/r(^-^+*^o*^'^ 



unabl^ängig bon ber gorm bcr gunctfon y bcrfd^toinbct. — S33cnn 
alfo ber (Oiffcrentiatau^brud Vdx intcgrabcl fein fott, fo mu§ V 
eine fotd^e 5Jorm l^aben, bag bie ©Icidj^ung: 

eine ibcntifd^e toirb. — 

Umgefel^rt: toenn biefe ©leid^ung ibcntifd^ »a^r ift, fo ift ba« 
Differential : 

Vdx 



L 



intcflrabeL — Denn in biefem gaöe ift bie S5ariation beö 3nte^ 
graied : 

Vdx 

bto« i>on ben Variationen ber fi(ä^ auf bie ©renjen bejiel^enben 
®r8ten: 

abl^ängig. — Da« integral ift atfo Bio« eine Function biefer ®rö* 
|en — unb mitl^in ba« Differential: 

Vdx 
integrabef. *) — 

Da« aSorl^ergel^enbe lögt fid^ leidet auf beliebig bi elf ad^e 
Sntegrale au^bel^nen. Denn ö)ir l^aben früher gefeiten, bag bie SSa* 
riation eine« beftimmten Sntegrale« au« jtoei berfd^iebenen Slrten bon 
(Slicbern beftel^t; näntlid^: 1) au« einer SReil^e J)on ©tiebern, loetd^e 
Don ben SBariationen ber ©renjtt^ertl^e ber unbeftimniten gunctionen, 
b. 1^. ber in V entl^altenen J)rimitiben Function unb i^rer Differential 



*) 5QBenn alfo vdx unaBHn$tg t>on bcr gorm bon y, b. i, bei jcbcr 
gorm Don y xntcgraBcI ifi; fo rcbucirtfi(3^ bie ®Ict(3^ung ^ = auf = 0. 
— 3n biefem gattc ijl foIgU^ baö allgemeine SSerfal^rcn in ^x. 26 nici^t mel^r 
anmenbbar. — @. 
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quotientcn abl^ängen — unb 2) au« einer JRril^e öon ©Kcbern, tocl^e 
»on bcr Variation in ber aUgemetucn tjotin ber primitibcn Function 

felbft, TC abl^ängen« 

©cnti nun bte gönn bon V fo befd^affcn ift, ba§ bicfc legten 

®(iebeT Derfd^totnben, fc ift Hat, ba| ber Sert^ bed befttmutten 

dntegrale^ Mo* bon ben @renjn>ert^ ber berfc^^icbcncn unbe^ 

flinuntcn (SWfcn ab^ngt. — ©er gegebene !Ciffcrcntialau«bra(f ift 

olfo einmal integrabet, b. 1^. ein oielfad^c« 3ntegra( beffelbm 

(S^ fidf auf ein um eine Stn^eit minber oietfad^« 3ntcgra( }urä«!^ 

füi^ren. — äjir l^aben bal^cr bie fotgenbe allgemeine 9tegc(: 

' ,,©enn V eine Function oon n inbepcnbcntcn 95cran^ 

bcrlid^en a:,, x^, x^, ... Xn, einer abhängigen äJcränbcV'^ 

liefen u unb bereu bcrfd^iebenen !Differcntia(quoticnten 

nadf xi, X2, . . . Xn ift, unb man foU befttmmen, inioetd^en*" 

gällen ba« nfaci^e 3ntegrat: 

[f. . . ,jVdXi dX2 . . . dXn 

auf ein (n— Dfad^eö rebucirt ttjerben fann; fo fnd^e man 
nad^ ben SRegeln ber aJariation^reti^nnng bie tr9lI0'dnbige 
ober totale 35ariation icnc« integrale« unb rebucire bie^^ 
ftibe burd^ tl^eifroeife Integration fö lange, bil unter 
bem bielfad^ften 3ntegraljcic^en b(o« eine S>ariation du 
borlommt — 3ft aUbann bie Sorm ber gunction V fo 
befd^affen, baß ber Soefficient bon du tietfe^minbet; fo 
läßt fid^ baö gegebene 3ntcgrat auf ein (n — Dfad^t;"« 
gurfidtffil^ren, b. 1^. ba« gegebene !Differentia( einmal in^ 
tegrircn/' — 

!Die SJariation^rcd^nung gibt alfo ba« 2BitteI an bie §anb: 
unmittelbar bo« Äriterium ber Ontegrabttität eine« 35iffcren^ 
tialau^brudte« ju finbcn. — 

SBermittclft berfclben SRcget fann man offenbar au^ beftimmen, 
in toeld^en gäßen ein integral mie; 

jjVdxdy 
auf ein anbere«: 

jjV'dxdy ' 

rebucirt »erben fann; benp toenu bie« tl^unlic^ ift, fo vxa% ba« ÜDif*» 
ferentiol: 

24 
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(y-V')dxdy 

intcfltafccl fein. — 

SBir tooöcn nun öcrfd^iebcnc gättc einfädlet unb bo})})cttet 
3ntegrale betrachten. — Sei einem cinfad^en integrale, b. 1^. mit 
einet inbet)enbenten SSeränberßd^en , lä^t fic^ nrittelft ber obigen aß* 
gemeinen 9lege( fofort beftimmen, unter u>eld^en Sebingungen ein 
gegebene^ l^öl^ere« Differential mit einer 3nbe^)enbenten irgenb eine 
änjol^I .bon SKaten nad^^einanber integrabel ift — unb mit biefer Un^ 
terfud^ung tooKen u>ir und junäd^ft befd^äftigen. 



Slufgabe I. 
153. SBenn: 

/ dy^ d?y d*y \ 

ift, bie ©ebingungen gu flnben, toeld^e erfüllt toerben muffen, toenn 
r fucceffxbe mmal (m<Cn) integrabel fein foö? — 

auf I. 8lu« ber borl^ergel^enben 9h:. ift Har, ba|, toenn V nad^^ 
einanber mmat integrabel ift, bie 93ariation bon: 

fo biel ald miJglid^ burd^ ti^ei&Deife Integration rebucirt, au6 (auter 
bon bem 3ntegratjeid^en freien ©tiebem beftel^t. — 3lm ift aber: 

drJ-«F(to"=J-JFcf;r«=J"(^^^ (A) 

unb toenn man i^ieroon irgenb ein ®Iieb, j. S. bad ®ßeb: 

betrad^tet; fo l^at man bei §wtoegfoffung ber bon bem Sntegrat 
geid^en freien ©lieber: 



371 

©oö aber bicfcr Slu^bruct Don attcn 3ntegralicici(fcn frei fem, fo 
muffen bie ffioefficienten bon 8y unter ben ^txäfm: 

J", J— * &c. 
Don felbft bcrfd^toinb'cn. — SWan l^at alfo bie ©Idd^mtgen: 

Ober toegen Po = N aa6f: 



dPa . « d«Pa . ...... (i'-'P. 



P,_3^+&c. + (-l)-'^^^ = 0, (B) 

&C. &c. &c. 
^-' "* «te + 1.2 dx-' *''* 

if n— '" "*•'"+*••••" *^~^*^» — n 

äßemt btefe m ©tetd^ungen unabhängig bon ber Sorm ber Function y 
erfüllt tverben, fo lägt fid^ bie gegebene !3Differentia(function m mal 
nod^ einonber integriren. — 
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Daffclbe 35crfal^rcn ift andf in bcm gaüe antoenbbar, n)o V 
eine betiebige 2lnjal^ abl^ängiger Seränberlid^cr y, z, m, . . . ent* 
l^ätt, inbem burd^ jebe ber le^tern m äl^ntid^e ©(eic^ungeu toie (B) 
eingefül^rt toerbetu — ©cnn alfo V nivc^aupt m' ab^ängiqe 33er^ 
änberlid^e entl^äö, fo ift bie ©efamnttjal^l ber Sebingung^gleid^ungen, 
tt>el(^e erfüllt toerben muffen, tüenn V nad^cinanber m mal integrabel 
fein fott, =^mm\ ^-^ SBenn: 

ift, fo lann m offenbar nid^^t größer fein, afö bie fleinftc ber 
^af)kn n, n, ... S35enn m= 1 ift, alfo bie SJebingung gefud^t 
toirb, »cld^e erfüllt loerben mu§, toenn Vdx ein genaue« £)ifferen^ 
tial fein fott; fo bleibt öon ben ©leid^ungen (B) nur bie erfte: 



dx + dx'' ^""'^^ ^^ dx- 



xs><x9> mit bem in ber borl^crgel^enben 9?r. gefunbenen SRefultate über* 
einftimmt — 

Slufgabe II. 

154. SWan foü bie gorm ber gunction: 

fo beftimmen, ba^ fid^ ba« ÜDotJ^jelintegral: 

^^Ydxdy . 

auf ein einfädle« 3ntegral rebuciren lägt. — 

2lufl. 2)a« l^ier anjutoenbenbe SJerfal^ren ift beut bei einem 
einfad^en Outegrale angett)anbten ganj analog — nnb bcftel^t barin : 
bag man ben Hu^brudt ber Function 9* fud^t, toeld^e in ber S3ariation 
öon JjFdJTtfy unter bem boj)t)eIten 3ntegra(jeid^en W^i, unbbann 
bie gorm bon F fo bcftimmt, bat i^n^ gunction bon felbft i)er^ 
fd^toinbet. — 

SBie früher (3?r. 114) lägt fid^ leidet jeigen: baß bie 2:)iffeven^ 
tialquotienten ber erften unb jtociten Drbnung in Sl nic^t erfd(;eU 
ncn, toenn V eine lineare gunction bon /?, q ift; aber aud^ nur 
in biefem gaCe. — 6« mug alfo fein: 
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V^ap-^ßq + y, 

too a, ß, y Functionen öon ar, y, % fmb. — gcmcr lonn man offen- 
bar bei ber ©Übung ber au^brüde bon: 

dVx dVy 

~dx ' dy ' ^ 

alle ©lieber mit ICifferentialquotienten ]^intt>egtaffen, tt>eit aße fold^e 
©lieber au« bem ßnbrefultate bod^ berfci^tt>inben toürben. — ^iernad^ 
ffot man: 

(dy,\_da , (dV^\dß dy^ 

\dx J dx' \ dy ) dy' dz 

itnb folgtici^: 

^ dy da dß^ 

dz dx dy' '"' 

^ierau« f daliegen tt>ir enblid^: bag fid^ ba« Do})}) et integral: 

auf ein einfache« rebuciren läßt, toenn: 

/"C^; »; h P> q)=P'Fi {X, y, %) + qF-iix, y, 2) ~ F^(x, y, z) 
ift, inbem bie Functionen Fi, F2, F3 burd^ bie ©leid^ung: 

_fl + ^^- + f^ = (A) 

dx ^ dy dz 

berbunben finb. — 

»eif})ieL 
155. e« fei: 

V=: fi(px + qy — %^, 

too ft eine Function bon x, y, z ift; fo l^at man: 

Fl = fiXy F2 = fiy, Fs =: HZ] 

fotglid^: 

dFi , du dFo , rfu dFn . du 

unb bie ©leid^ung (A) toirb bemnad^: 
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,J5t + j,^ + «? + 3^ = 0. 

dx ^ ^ dy ^ dz ^ ^ 

!£)a9 !Do)>)>e(integra(. 

SSV'ipx + qy -- t) dxdy 

Ifißt ftd^ alfo auf ein einfad^c^ rcbuciren, tocnn f* eine l^omogenc 
gunction t)on ber (— 3) ten Orbnung ift. — 

^ierau^ fließt fotgcnbc^ S^l^eorem: 

„©cnn butd^ bicfelBc g^f^t^ff^^^ Surbe mcl^rerc 
glad^cn gelegt »erben, dS ba« gläd^enctement irgenb 
einet berfetben, P ba« ^cr})enbilel au^ bcm anfangt* 
})unlte auf bie SBerül^rung^ebene ift, unb e« finb Xy y, z 
bie laufenben ßoorbinaten; fo ift ber äBcrtl^ bc« auf bie 
ganje, bon ber gefd^toffenen Surbe tegrengte gläc^c er^ 
ftredten dntegraied: 



jß-(i-i)^ 



für atle biefe gläd^en berfelbe«'^ — S)enn toegcn: 

PdS = — (px + ^y — ä) «^ardjf 

erließet au^ ber J)or]^erge]^enben Unterfud^ung : baß ber Söertl^ biefe^ 
3ntegrale^ nur tjon ben ®renjtt>ert]^en bon x, y, z, b. 1^. bon ber 
©renjcurbe abl^ängt, toeld^e nad^ ber 35prau«fe^ung für atte biefe 
gläd^en biefelbe ift.*) — 



*) 3)icfc8 Zfytoxm läßt fiöf auf folgcnbe anbete 21 rt Betoeifen: Senn r, 
ö, 9 bie ^olarcoorbinatcn eine« fünfte« ber %ia<i)t fmb, fo tjt: 

2 t/ 

cosö— -, tancp = — 
r X 

unb folgltci^: 
sined0 = -^(^^Cx + pz) - rp^ dx +^(~Cy+qz) — rqJ^ 

tooxaui fi(^ auf bie getoS^nliil^e Seife etgi6t: 



i 



375 

aufgäbe in. 

156. Wtaa foQ bie üBebmgungen angeben^ tx>d6ft erforber(i(^ 
ftnb, bomit ftd^'bad !Do)>)>e(integra(: 

SSVdxd}, 

auf ein einfac^ed reburiren (S§t, loenn: 

V = fix, y, z, p, q, r, 8, t) 

\\t, unb p, q, r, 8, t bicl ©iffcreutialquctieuteu ber jtoeiten Orb* 
nuug fiub. — 

aufL SD^on bUbet ben XBertl^ bon Sl toie in ber borl^ergel^en:« 
bcn aufgäbe, unb beftinunt bann bie gorm bon V fo, bag Ä öon 
felbft berf(!^toinbet — 5Wun l^aben toir aber früher (5Rr. tI4) 
gefeiten, baf bie Differentialquotienten ber britten unb bierten 
iOrbnung in St feilten, toenn V bon ber gomt ift; 

A (rt—s^) + Br+2C8 + Dt + E, (A) 

190 Ä, B, C, D, E im allgemeinen ^ctionen bon p, q, x, y, z 
fiub — unb nur in biefem gaße. — atöbann ift: 



Qin0dddq> = ?^i^? — ? cterfy, 
mtb toorau9 leidet erfi^tUd^ ift, bag ft(^ bad gegebene Sntegral auf bie germ: 

bringen I&^t, ober für « unb y i^re Ser^e gefegt: 

Sh^O,q>')smddedq>. 

jS>a in biefem S)o)))>eItntegrale nur inbe))enbente IBerSnberlid^e t>orIommen, 
fo ISgt ^6f baffelbe offenlbar auf ein einfad^ed rebuciren; aber alle fol^e 
S'^etboben finb toeniger angemein, aU bie im ^e^rte befolgte, toel^e eine 
Siegel für bie SefHmmung ber SntegraMlitätdbebingung jeber beliebigen 
gttuction *)on «, y, t, p, q gibt. — 
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„ , , ,-,dA ^ dB , rt dC , dD , dE 

IT r, oO.rfA , cf^ , o dC.dD.dE 

imb bei ber ^Ubung ber Sätttfft bon: 

dVx dVy d'^ V:c2 d'^Vxy d'^Vy2 

dx ' dy ' dx'* ' dxdy ' dv« 

lann uiön offenBar alte ©lieber unb ÜDifferentialquotienten bon einer 
^ö^ertt ol^ ber jtoeiten Drbnung imBead^tet faffen, toei(, toie n>tr 
frül^er gefeiten l^aben, biefe ©lieber bod^ au« bem Snbtefuttate i>er^ 
fd^toinben loürben. — !Deninad^ ^oi man: 

dV^2 JdA , dA , dA , dA\ , dB , dB , dB , dB 



,dVsx (dA , dA , dA , dA\ , dC . dß , dC , 



dC 

dp ' " dq^ 

f olgtid^ : 



dV^j^.dVxy^^^ _dB, dB dC^ dC _ dE 
dx "^^ dy ^'^ dx'^^^dz'^ dy'^^dz dp 



. /dA , dA , dC dD\ (dA , 4A dB , ^^ . 



dC\ 
dpJl 

unb ebenfo: 



dFy2 , , dVry ^ _ dD , _ dD . dC , dC dJK 



+^^^-^y='i:.+9:^'^'^+P'iz-'i:: 



dy ^ dx ^ dy ^ dz dx dz dq 

'^^Kdy'^^ dz'^ dp dg) Kdx'^^dz dp'^äqj' 

(i& ift miti^üt: 

= («•* — «') + Ir + 2Jf« + A« + JI, (C) 
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^ gefe^ ift: 



^ d« ■*■ dar^ip "•" dydq "^"^ dxdp "^^ rf«iig 

4-2-^^ — — — — 
' dpdq dq^ dp^ * 

- d^'A,^ d^, ^d^A 






dz'' 



-g 



d'g 



dzdp ^ dzdq 



(D) 



+K- 



<PC , d»C \ d^l? 
dydp ' ^ d2dp / dp 



•i 



VdJ:d« "^ ^ dvd2 "^ ^ drd« """^^ d«' / 



"*■ d« "+ dydg """^ dordg "^ dydp "^ ^ dadp 



dpdq * 



J^=^ + 2l>^ + l> 






,dM 






dz djfdq dxdp 



dzdq 



dzdp 



( d^C d'g\ «P^ 

"^ * \,<irdg "•" ^ dsdg / dg« 

„ d»5 , „ d'ß , „d»5 



d*' 



dydz 



ds« 



+.( 



d'C , d^C , d:*c 



d«C\ 



dxdy ' * dardz ' *" dydz "^ ^^ dz* j 



/d'£ , d'JS: , d'i! , d«E 
\dxdp dydq dzdp dzdq 

24* 



)^ dz' 
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SBcnn alfo bic gegebene gunrtion F integrabel.fdn foü^ fo 
muß fie ben ©leid^ungen: 

©=0, X = 0, M=0, N=^0, 77=0 (E) 

genügen, toeld^e mitl^in ba^ Kriterium ber 3ntegrabiUtat ber 
gegebenen ©iff erentialf unction : 

Vdxdy 
bilben» — 

SBir tootten nun nod^ jtoei \ptcxtiit gälte betrad^ten, toeld^eun^ 
ouf intereffantc JRefuÜote in Sejug auf bie 2^^eortc ber frummen gläc^en 
fül^ren toerbcn» — 

S9eif|)tel 1, 
e« fei: 

r=A(r« — s^3, 
fo ift: 

B=Oy C=0, D=:0, E=:0, 

unb fotgtid^: _ 

JT=0, 

!J)ie ©leid^ungen (E) toerben mitl^in auf: 

dz dxdp dydq didp dzdq 



d'A , d*A , dM , d«A ,, 



CF) 



dxdy dydz dxdz dz' 

rebucirt» — 3ntegrirt man bie brei legten biefer ©(eid^ungen, toa^ 
leidet gefd^ei^en lann, toenn man fe^t: 

dA , dA dA , dA 

fo finbet man: 



tJI«7 



A = x(p(z—px — qy, Vy q) + y^ (i — px—qyfPi q) 

+ X(%—px — qy, p, q\ (G) 

©ubftituirt man biefen SBcrtl^ in bie crftc bcr ©leid^ungcn (F), unb 
W ^er Mxyt toegcn: 

z -^ px — py = o; 

jö erl^aö man : 

r 

■ df^dq~' Vd^^^ dz^ dzJ~ \ da^lda^do))' 
[ X)ie Integration mä) <a gibt: 

^^ + V^ + X=- ^{^l + -^)d^+Fip,q). 

©ubftituirt man biefen SBert^ in (F), fefet für 9, ii> refp.: --^^, 
-—, unb läßt F(p, ^) l^intoeg, toa^ offenbar erlaubt ift; fo er^ 



(2(0' 

l^man: 



X = f-+|^. (H) 

dp dq 



®enn P ba« au« beut 3lnfang«))unfte auf bie S3erü^rung«ebene in 
%nb einem *?5un!te ber gläd^e gefällte ^cr}?enbitel ift, fo i^at man 
bcfcmnttid^ : 

J)er obige SBertl^ bon A lann atfo auf bie gorm gebrad^t toerben: 

_ cfa> iP, p, q) dWiP.p.q-) 
^- dp + dq ' (^^ 

W^e« ber altgemeinfte SBert^ t)on A ift, ber ba« ^Differential: 

^(rt — 8^')dxdy 

intcgrabel vx(iiii, b. 1^* fo, baß ber SBertl^ be« integrale«: 
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nur bon ber 9latur ber ©tenjcurbe, fokoie bon ben Witttffm bon z 
unb ferner Differentiolquoäenten für bie entf})recl^enben fünfte ber 
Irummen glfid^e abfängt — 

3ßan f)at ttmmdf bad folgenbe Xj^eorem: 

„Vitnn mel^rere Sl&d^en ftd^ in berfelben Sur)>e be^ 
rfil^ren, fo tft ber ffiertl^ be« Ontegrale«: 

SS^dpdq, (K) 

auf ben bon ber ©erül^rungdcurijc Begrenjten Il^cil ix^ 
genb einer bicfer gläd^cn erftredt, für oIIc bicfe gtäd^en 
berfclbe." — 

!r)ie XBal^rl^eit biefed X^eoremed tpirb einleud^tenb , tpenn man 
bead^tet, bag: 

dpdq = Crt — s^^dxdif 

ift. !Cenn ou« ber i^orl^erflel^cnben Untofud^mtg erließet, bag bic 
SBöriation be« bcftimmten Sntcgrate« nur bie SSariationen ber ®renj^ 
toertl^e i)on y, z unb p ober ^ entl^äü (5Rr. 106); biefe SSariation 
berfd^tpinbet alfo, toeit bie ^tadftn eine gemeinfd^aftlid^e SSerül^^ 
rungöcurije l^aben, — !Der ©ertl^ be« Sntegröle« bleibt ntitl^in cou:* 
ftant, toenn man toon einer biefer gtäd^en ju einer anbem übergel^t. 
— !l)erfelbe ©dj^Iug bleibt aud^ güüig, toenn bie gläd^e ganj ge^ 
fd^Ioffen ift; b. ^. ber SÖSertl^ be« integrale« (K) ift in biefem 
gaöe für alle gefd^Ioffenen gläd^en berfelbe, toeil bie SSaria^ 
tionen ber ©reniioertl^e an unb für fid^ i^erfd^ioinben.*) -— Tlan 
f}at alfo ben ©afe: 



*) a)ic« erl^ettct öieffcid^t nod^ bcffcr, ftcnn ^olarcoorbinatcn in ba§ 3n* 
tegral eingefttl^rt n>erben, inbem ber Stifange|)unft ober ^ol in ber gläd^e 
liegt. — 2)enn aUbann nimmt baffetbe bie gorm: 

SSv'dedtp 

an, — 2)te ^leid^ungen ber ®renjcurben fmb aber im Slttgcmeinen \)on ber 
gürm: 

unb bie in ber 93ariation ))on: 

SSV'dedq> 

))or!ommenben einfad^en integrale toerben burd^ ben ganzen Umfang jeber 
biefer (Surben erflretft angenommen — fie berfd^toinben alfo, iveil ftd^ biefe 
d^tttben bei gans gefd^Uffenen gläd^en auf fünfte rebuciren. — 
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XBenn bte Serül^rungdebene in itgenb einem ^unlte 
einer Itummen giftete btefe nadf einer gcf^toffcKCK Cur^e 
Berfil^rt, fo tfi ber XBertl^ bed auf ben ganjen t>on biefer 
&nx^t Begren}ten j£l^ei( ber ^iidft audgebe^nten 3nte^ 
gratet (K) = 0. — X)enn na6f bem t^orl^gel^enben X^eoreme tft 
biefer SSert^ ffir bie Irunnne ^Mft berfelbe, koie ffir bte JBerfi^^ 
rungMtoie. — 

»eifj)iel 2. 
e« fei: 

V=Br + 2C$ + Dt, 

too Bf C, D gunctionen bon p mh q finb; fo tft: 

A=Oj B-f(p,q^, C=F(p,q), D:=q>(p,q), 

locrand leidet errettet, ba| bte ©(eid^ungen: 

X = 0, if = 0, N = 0, JI=0 

ibctttifii^e toerben, unb baf bte ®(et(i^un(|: 

= 
toicb: 

dq^ dpdq dp'* 

(£9 tft Mäft )tt jdgett, bag biefer ©(etd^uitg tnxd): 

jt- *+g' p_ Pg n— — i-t^l— 

©etiüge gefd^iel^t — unb toettn matt benterlt, ba|: 

ift; fo ffot ntatt bett ®a^: 

,,9Beitn ba« beftimntte dtitegral: 



1/(4^+4)''^'^^ 



auf ben bon ber Jöeräl^rung^curbe umfd(flcffenen ZfftU 
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itgcttb einer ber obigen glätten erftredt totrb, fo ift fein 
fBitxtf) fftt al(e blefc gtäc^cn betfettc*"*) — 

aufgäbe IV. 

157» 3Äan foC unterfud^en, ob e« tl^unßc^ ift, bcn 3n]^alt 
einer Städte burc^ eine gomtel, loie: 

r+JjF(P,d,g>)dddg> (A) 

au^jubrüd en, loo r eine (Sröge ift, bie fid^ nur auf bie 3ntegration^=» 
grenjen be^iel^t, P ba« ^erj)enbife( avt^ bem 2lnfang«|)unlte auf bie 
S9erü]^rung«ebene.ber8lädj>e, unb tf, y bie SBinlet bebeuten, toelc^e feine 
Siid^tung beftimmen. **) -^ 

SlufL üDie bei aßen fold^en Aufgaben , toie bie öorliegenbe, 
anjutoenbenbe äWetl^obe ift fotgenbe: Sd fei: 

SSVdxdy 

ein Sntegral, tooöon man toeig, bag e« bie gefud^te ©röge au^brücEt, 
unb: 



*) 2)iefer fd^on früher angeführte ®a^ läßt fid^ burd^ ein ^artifulare« 
Scrfal^rcn leidster bartl^un. — 2)cnn fc(3t man: 

fc______P _ 



fo tfl Iet(^t nnjufel^en, bag man l^at: 

JL I 1 —_f^4.^\ 
R'^R'~ \dx'^ dyj' 

unb fclgU^: 

dy 

**) ^efanntU(^ fann bie 2änge einer ebenen (£urt5e burd^ einen 3(u«* 
brud i)on ber gorm: 

bargeftettt ttjcrben, ttjo p ba« au6 bem Slnfangö^unfte auf bie Sangente gefaßte 
^er^enbifcl unb w ber SBinfel ijl, ttjelci^en baffelbe mit einer fepen ^jre mad^t, 
iDä^renb r eine fici^ Bloö auf bie Integration« grenjen Bejtel^enbe ©röße ijl — 
unb e« iji nun ber 3^cd unferer Unterführung: ob fic^ nid^t bie^röße ber 
©bcrf läd^e burc^f eine äl^nUc^e gormel au«brü(fen lägt? — 



383 

r+SSnd0<up 

ba« Sntcgrol, tooburd^ fte mt«gebrfl(ft »erben foH, inbcm n eine 
unbeftimmte j$unction bon 6, (p unb irgenb einer b ritten ©röge ift, 
toofflr in bem gegcntoartigcn gaüe ba« on« bem 2lnfan8«t)un!te auf 
bic ©erul^mnflöebcne gefällte ^r}>enbifel genonmten ift, — Da« Sn*» 
tegral in bem legten Slu^rude tran^fomtire man burd^ eine Sertau* 
fii^mtg ber äSeronberttd^en in ein anbered bon ber gomt: 

SSv'dxdy, 
SSVdxdy=r + SSV'dxdy, 

mtb mitl^in: 

SSQr'-r')dxdy = r. 

SSBerni man alf o V* (ober* 77) fo beftinunen !ann, bo^ : 

(V—V'dxdy 

ben ©ebingungen ber Sntegrabifität genügt; fo ift bie Söfung ber 
aiufgabe mögüd^ — unb im entgegengefe^ten galle nid^t — 
3n bem borliegenben gaüe ift aber befanntlid^: 

m ed0dq> = (^ ^^^7^ ^,31 dxdy, 

unb toenn ber Sluebrudt: 

F(P, ö, (p)ded(p 

auf bie gorm : 

V'dxdy 
gebrad^t »erben fann; fo ift: 

V = irt — s«) f(z — px" qy, p, y) 
unb: 

SBenn alfo bie berlangte Slu«brudt«ti)eife mögfid^ fein fott, fo mug 
ber ilu^brudf: 

WQi+P^+q^:>—(rt'-'8^)nz-px-qy,p,q)\dxdy 

inte grabet fein — unb in ben ©feid^ungen ber Slufgabelll ift 
atöbann : 

A=—fiz—px—qy,p,q), B=0, C=0; D=0, 
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@e^ man tiefe XBertl^ in: 

fo erlitt man leicht bie ®(ei(^ungen: 

dp'^ ^' dpdg ^' dq'-^' 

meiere offenbar unmSglid^ fittb, n>eU E eine gegebene f^nction 
ift. — e« ift mithin nic^t möglid^, blc ®röfc einer Dberfläd^e 
burc^ eine gormel toie (A) auöjubrüdten. — 

Aufgabe V. 

158. SOtan foQ bie aUgemeine f^orm finben, meldte V l^aben 
mu|, n>enn fid^ ber 3n^alt irgenb eined ^iMt^ einer trummen 
t^I&d^e burc^: 

foß auöbrüd en laffen, — 
9[uf(. aSJenn man fe^t: 

fo mut nad^ ber borl^ergel^ben äbtfgabe ber 8[n6brud: 

ben ©ebingungen ber 3ntegrabintat genügen^ unb e« ift mitl^in 
in ben oBgemeinen gormein: 

5 = 0, C — 0, D^O, ^=-/(l+p«-|.p«), 

S>ie ©(eid^ung: 

il = 

koirb alfo ibentifd^, unb bie ©(eid^ungen: 

X = 0, 3f = 0, N=0 

geben : 

rfy« "*" ' rfy(?2 + ^ &« (1 +p« + g«)5 ' 






dxdy ^^ dydz ^ ^ dxdz ^^^ dz^ "" (i+P^ + y*)4' 



dar« ^ ^ cteda ^^ rfa'* ~ (1+P^+g'O» 
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!£)tefe le^ ®Idd^gen (äffen fic^ lüäft mdf ber frfl^eren üße^ 
tf obe integriren (@. 378) unb geben : 

& Bktbt alfo nod^ bie ©(eid&ung: = 0, ober: 



dA 

dz 



, d /dA , dA\ , ci /dA , dA\ ^ , ^ 



}tt betrad^tcn flbrig. — ©ie ©Icid^img (a) gibt aber: 



dA 



,dA_ w + (px + qy)p , _ 



dy ^"^ dz (i+p«+,234 

dfo ift: 

^/'^ » ^^^\ 2parfyy , r. x-\'ipx-{'py)p dq> 

dpKdx^^ d%)~ (l+p^+y«)|"^^Cl+p'+5^)4'^c?p' 

dg Uy "^ ^ dzj~ (i+p2 4.y2)4-r^9 ^i^^^+^q-^ -r ^^ ^ 
iDoraud bur($ Slbbttion folgt: 



J^fdA 

dp \dx 

unb: 



^^dzj~dq\dtj^^dzj^dp ^ dq 



dA dA ^ I ^^ \dx .rr- 070^. 

d«~"dG> {fcj'^daj'do* 

©eftt man biefe SBcrti^e in bie ©(eid^ung (b) unb integrirt nad^ co, 
fo flnbet man: 

*<p + y* + « = — -^S^dfo — ^ J*^<» + ^Cjp, 5). 

Sägt man ba^ ®Iieb FCp, q) l^intoeg, lodd^e« offenbar ate in g? ober 
if fd^on mitbegriffen betrad(>tet loerben tarnt, unb fe^t toieber: 

25 
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*Ä— jy^, y =5: -• fiM® ; 

fo crl^oft man: 

* ii+p'' + q^)i ^ dp^ dq ' 

unb f olgfid^ : 

äBemt man fe^t: 

= 0, ?F^0, 

fo erl^&It man ben ^&ä}mit(ffaü irgenb eined S;]^eUed ber frummen 
gläd^c burd^: 

au^gebrüdt, toorand fid^ (etd^t bad folgenbe Zfftoxan ergibt: 

©cnn in irgenb einem ^nnlte einer gefd^Ioffcnen fjläd^c eine 
S3eru]^nmg«ebene an biefe gelegt toirb, nnb r bejcic^net bie Sänge 
Xtoifd^en bem a3erü]^mng^})nnfte nnb bem 5Dnrd^fd^nitt«|)nnfte mit ber 
©eraben, bon toeld^erou« ber SBinfel gejäl^It Wirb; fo toirb ber 
ganje Oberftäd^eninl^alt S an^gebrüdt burd^: 

ICie SBal^rl^eit biefe^ ©afee« toirb einfend^tenb^ toenn man bemerlt, 
baß: 

T^^x^ + y^ + Cpx+qyy 

ift; benn nad^ bem grül^eren ift ber SBertl^ be^ 3ntegrateö: 

für alle gefd^toffenen glSd^en berfetbe* — !Ciefe fjtöd^c fei eine 
^ngetpd^e, beren .(^(eid^ung ift: 

ar2-{-y2 + 2« = l; 

fo l^at xtum^ loenn ^ mtb 9) ii^re gett)öi^n(i^e Sebentung bd^alten: 
nnb fotgßd^: . ' 
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= 2« r Y^ - sind) de =-8jr. 
9r ^^ gaUe einer Augelflid^e l^at man folglid^: 

unb mithin ift adgentein: 



tottb nid^t ol^ne 3ntcreffe fein, biefen @aft in bem gatte 
einer 91 1 a t i n « päd^e ju berificiren» — 

6« fei AB (gig- 20) bie {Rotation^oje, APB bie erjengenbe 
6m)e nnb PE bie iCangente in irgenb einem fünfte; fo ^oi man: 

PNA =r ö, !r=: PJ5: =r — PFsecö. 

SSJenn femer bie ©teid^nng ber Snrbe ift: 

dy^=pdx, 
fo if(d man: 

cos d= -7773— «r» r=-y8ecd = -.y-5^^i±^. 

®a aber T offenbar nnabl^ängig ift bon % fo ffot man: 
»IIb toenn man für ö nnb T i^ SBert^e fnbftituirt: 

ijjT' d(o= - « r-_ö_^^ 

^bcr tl^eiltoeife integrirt: 
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©cnn A,B He ®rcng})unftc finb, fo ijerfd^toinbct offcnBar ba^ 
Joen bcm 3^^^ S f^^^ ®Utt, unb man f)at cnbßd^ : 

Der jtoeite Xl^eil biefer legten ©leid^ung brfi(ft aber Befanntlid^ ben 
3nl^alt ber burc^ bie UmbreJ^ung ber ßurbc APB erjeugten gläd^e 
au«, unb folglid^ ift ber fragtid^e Safe Derificirt, — 

8lu« ben uorl^ergel^enben ©eif^ielen fie^t man, toie bie SSdria* 
tiondred^nung bei ber Unterfud^ung über bie äBöglid^feit ber ^t^ 
buction eine« bielfad^en integrale« auf ein anbere« ton terfd^ie^^ 
ben er gorm mit SJortl^e« benufet toerben lanm — 

aufgäbe VL 

159. SBenn B, B' bie $)au))tlrümmung«]^albmeffer einer ge^* 
fdf^toffencn gtäc^e, Pba« ^er))enbifet au« bem änfang«))unlte 
auf bie Serü^rung«ebene unb don ba« ßlcment einer mit bem ber 
gängeneinl^eit gleidj^en ©tüde biefe« ^er|)enbifel« befd^riebenenÄuget«* 
Pd^e bebeuten, }u ben)eifen, bag man l^at: 

JJCÄ + JB') (fd = 20>do, (A) 

toenn ba« 3ntcgtal über bie ganje gefd^Ioffene gläd^e au^gebel^nt 
toirb. — 

SlufL ß« ift leidet gu geigen, bag: 
unb: 

ift — ©efet man nun: 

JjFcf^rdy =JJ {2P - (Ä = Ä')} rfc 

unb fubftituirt für 5, JB', P unb do ü^rc obigen ©ertl^e; fo erl^ätt 
man: 
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3i, 



(l+P'+P») 






ißergletd^t man bte« mit ber aUgemetnen Oonn (A) auf ®.375, fo 
. finbet man: 

rl . „ (s-px-w) „_ i + q- 



,_o («-P»-9.1f) „__ 
(1+P* + «')•• ' l 



+P' + 9' 



o> 



c=— 



P9 



l+p'+9^' 



l + P^+9* 



(C) 



Do aber S,CjD »on j:,y, s unabhängig pnb, unb A bcn ®Iei* 
d^ungen: 



dA , rfil rv ri/1 , dA p. 
di + ^li^^^ ^+^d.- = ^ 



CD) 



genügt; fo ift Kar, bag bie ©ert^c (C) bie ©rögen L, M, i\^, JT 
ibentif^ = ntad^en. — g« bleibt alfo blo« nodj^ ba« 9iefultat 
Mefcr ® ubftituäonen in © ju unterfud^en» — 5Run ift aber (®. 377) : 



e = 



r,dA , dM , d^A , dM , cfM 



4-2— --~ 



d2c(p 



dscf^ 



d'D 



dp' 



i f 



unb »enn man bie ®(eid^ungen (D) xt\p. m6) p unb y bifferentiirt 
unb bie SRefuItate abbirt; fo finbet man: 



dz "^ dxdp ^^ dydq *^ ^ dzdp ^ dzdq 



= 0, 



»oburd^ fld^ ber SBertl^ t>m auf: 

cs-dA £^^ 

^~ dz~ dpdq 



d'^B d^D 
dc^ dp"^ 



^dA.jd_/dC 
dzdp\dq 

rebucirt — ■ ß« ift aber: 



[dpJ^ 



d fdC 



dB 



\dp) dq\dp dq 



daj 
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dq" l+P^ + ^^"^(l+p'+gO*' 



folfllic^^: 



unb mithin: 



dP _ 2pq^ 

dp (l+p« + <?^)^' 

dC_ dP _ —p 
dq dp "~ l+p'+y' 



d_(dC^_dP\_ 1 , 2p^ 

dpKdq dp) 1 +p^+q^ "*" (1+JP' + «')' * 

ßbcnfo flnbct man: 

dg \dp dq) 1 +p« + g^"^ (l+p'' + 9^)' ' 

dfo ift: 

rfp Ug rfg / "^ <?} Up rfg/ (1 +p« + q'^y^ ~ dz ' 

unb folglld^: 

- e = o. 

35a aber bieSntegratc mdf ber S5orau«fe^ung über bie ganje ge^ 
fd^toffenc gläd^e erftredt toerben, fo ift bie lotatbariation bon: 

SSVdxdy, ober JJ{ 2P - (i? -fiO | ^ß} 

offenbar ibentifd^ — 0, unb folglich l^at biefe« 3ntegrat für alle ge^ 
fd^Ioffenen gtSd^en benfclben SEBertl^. — Äann man alfo biefen 
SBert^ für irgenb eine fotd^c gläd^e flnben, fo ^at man bauiit au^ 
ben aUgemeinen SBertl^ beffelbem — gfir eine um ben Slnfang«^ 
pmtt befd^riebene Sugelpd^e ift aber: 

JB + B' = 2B = 2P, 

folgtid^: 

SS\2P-(R + B')\dc;^c=0, 

unb enblid^ attgemein: 

JJ(i? + 22')c/(o = 2JJPda>, 

toa« betoiefen toerben fotttc, — 
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^fSkm dS bad (Element ber glad^e x% utib auf ber (tnlen @ette 
ber (e^ten ©(eid^ung für da fon 3Bert$: 

dS 



gefegt tolrb; fo er^Mt man ba« neue Sl^eorem: 

anbete Sl^eoreme ä^nlid^crärtergebenfid^auf al^nfid^e Seife; aBcr 
ba ed fid^ l^ier nid^t fokoel{f( um S)arfteQung einer attgemeinen 
S^^eorie, att bielmel^r um bie Untcrfud^ung f^jecielfer aufgaben 
l^anbeß/ fo »erben bie mitgetl^eiüen SBcif^)ieIe ipoi^I l^inreid^enb fein* 
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9tcte A. 

S)ad auf @. 94 ertDäl^nte ^Cfftoxm iajgt \idf leidet burd^ bie 
Sßet^obe ber Z^reonung ber Ouantttätd^ unb S)ptxa-^ 
tlon«fl^mbole ober bcn f. fl. D})eration«calcut betocifcru *) — 
Dorn iDcnn A unb A' tcft>» ba« ®\fmbol ber Differentiation Be* 
beutet, koenn biefe xt\p. nur auf iST; ober nur auf u angemanbt n>irb*, 

fo fann ber ätu^brui: 

i - 1 ■ . '1 

offenbar gefc^rieben toetben: 

{(A+A')-A'-' ± (A+A')"'A'-j2fu 
ober: 

(A + A')-' A'-' {(A+ A')-- ^ ± A'— '} Ku, 
unb e« tft leidet ju }dgen, bag jäter ber beiben Kitöbrüde: 

(A + A')*' + A'»", 

(A + A')*^'— A'*^' 
burd^ eine 9iei^e Don ber gorm: 

A»- + ^ A*^'( A + A') A' + 5 A»-*( A + A')» A'** + «See. + 

+£CA + A')-A'* (b) 

bargefteUt toerben lann, too A,B,... unb E Functionen bon u finb. 
S)enn fe^t man: 

^ = (A+A')A', 
fo »irb: 



*) 2)a ber SScrf. [läf mcl^rfad^ auf bic ^nnct^)ien be8 £)t)cratton«' 
calcul« ftütjt, fo tt)itb e« nici^t unjiDctf mäßig fein, bcn 2t\tx in biefcr «e* 
jic^ung auf (Sarmic^acr« O^jerationöcalcur, k, (©rounfci^toeig 1857) 
)tt öcrtoeifcn. ~ @. 
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Um- 

(A+ A')«*+ A'»«=^[{ A A' ■|-4A')+ A |«"+ { /CA' f 4:5:) - A I»-] 

= 2ST j A^+^^^j^ A*-» (.A^+4xn&c + CA« +4jy)- j. 

SBttb nun btefer Sluäbrud müf ^otenjen »on A georbnet, unb für 
X fein «Bettl^ (A+A')A' gefegt; fo ergibt fid;» offenbar eine 9?ei^c 
»©n ber gönn (b) — unb baffetbe SSerfa^ren ift oud^ auf ben 2lu«<: 
bruct: 

(A + A')»"+' ~ A**-*» 
onnxnbbor. — 

©ubftttuirt man ben fo gefunbenen SSert^ in: 

(A + A')-' A'-' { ( A + A')"*' ± A'"-*' } , 
fo <if)&Ü man: 

A**(A+ A')-' A'"'+i4 A*"-*(A+A'r'+' A'-'+' + &c,, 
too: 

n-= if (.m—m'), ober =i(»n— n»'— 1) 

ift, ienad^bcm m — m' gcrabc, ober ungcrabc ift. — ©« ift affo 
enblid^ : 

-~± -^^ ={A'-(A+A'r'A'-'+&c.jii:« 



dj:~' ■•■ <te"*+* 

too gefeilt ift: 



25* 
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9tote B. 

üDa^ Zfftoxtm: 

da:"»'"" (to"* 1 dr"-i "^ 1,2 rfar«-* *^* 

ö)0 bcr Äürje toegen gefegt ift: 

ergibt fid^ leidet burd^ Slntoenbung bc^ D^jerationöcalcufö (f. ßat:* 
mid^acr« D^3eration«ca(cu( ®. 17). 3Ku(tit)ficirt man bic ©leid^ung: 

- du « d^u 

^« + ^^+-^/^+&c.=0 (b) 

mit ut, jie^t ba« SRefuItat öon bem SSertl^c bon Z7 ab, unb fefet für 
y feinen äöerti^ ut\ fo befommt man: 

du rt ef'tÄ 



ober in lürjerer gorm: 



- . c?"w< -^ . dr'u 

dx"^ 




tDO m aöe SBertl^e i)on 1 bi« n l^aben xm^. — S33ir tooBcn nun 
jeigen, bag jebe^ ®Iieb ber borigen ©umme burd^ eine JReilj^c i)on 
ber gorm; 

-d^ + -^^^— + •^- 

au^gebrüdft toerben fann, — SBenbet man nämßd^ ba^ Sil^eorcm (a) 
an, unb fefet: 
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cf.ut , .^^ du ' t . 

fo ergibt fid^: 

dx^ dar"* 1 dx"^'^ 

, m,m — 1 (?^* . u'Ami'uty^ ^ , , ^ 

+ — r:2 di^^ **^' ^^^ 

(&Ä ift aber awi): 

(mO- = t/tf«) + mt/'<("-») + "^'"^^^ M'e^-^) + &c., 

unb iDcnn bicfer SBert^ bon (wO"* in (d) fubftituirt toirb; fo lann 
ba« allgemeine Otieb ber refuttirenben SRei^c burc^: 

au^gcbrüdt tocrben, ti)o offenbar: 

, -. , m.m — 1 ,,,p'\- t rw « y>i — 1 . « ♦ g + i 

"" - 1.2.3. ..m—p * 1.2. 3... m — ^ 

ift, unb ba« obere, ober untere 3eid^en genommen toerben mug, 
jenad^bem m—p gerabe, ober ungerabe ift. — 3ft nun p nid^t 
= qy \^ er^eßet m^ ber gorm biefc^ Slu^brude^ («), bag e^ (i\x6) 
ein anbere« ®üeb: 

+ M ; 

— dx'* 

geben mu§, loo ba« obere, ober untere Beid^en gilt, jenad^bem 
p - (] gerabe, ober ungerabe ift. — ®e^t man 'yt%U 

fo erließet auf ber ©teöe, bag aöe ©lieber ber SRei^e (c), mit 2(u6^ 
nal^me be6 ©liebe«, für toeld^e« p = q ift, unb toeld^e« fd^on bie 
»erlangte gorm l^at, in ®ru))t)en bon ber gorm: 

dx^ dxP 



dxP ~ dx't 
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flcotbnct »erben ISnnen. 5Rad^ bcr bor^erge^enbcn SRote A lann ober 
eine fotd^e ®xvcppt hnxdf eine Sicil^e toic: 

audgebrüdt loerben, unb e& ift mithin: 

dx"« ' dar ' c?x' ' e?a;" 

(e) 
Der ßocfficient ' öon t in: 



JS.u 



dr« 



ift aber offenbar: 



da:- 



unb fofgttti^: 



daf* ' 



-£ • w« 3— = CU 

da:- 



©ubftituirt man biefen SBertl^ in (c), unb fefet für Cj, Co, . . . refp. 

d-^w* d-M 

"•~di-~ "*d^ 

j7— 2:1 w — ut — 

dx"^ dx- 



dar , ^ '^''do:^ , . , ^ '^^ da:» . 
+ :^z +&a+ — , 



dx dx* dx 

unb alfo enbßd^: 



d« "^^^d^ "^-^"dS^ 
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9toU C. 

S5ie ST^eoreme auf @. 169, 204 unb 306 bejie^en fld^ eigentßd^ 
nur auf ganje Functionen — laffen fid^ oBet tetd^t auf gefcro* 
iSf tne Functionen audbel^nen. dft j. 3.: 

ti)o fi', A<" flönjc Functionen rcf}). i)om m'tcn unb m"tcn ®rabc 
[inb; fo l^at man: 



I / 

ir\ cos« 



du" , . d/t" \ 



S33irb atebann bic im Scjctc angegebene Sonftruction für jebe ber 
Surbcn : 

^'=rc', ii'' = e" 
einjefn au^gefül^rt, unb bie entf^jred^enben ©tüde ber SRormale burd^ : 

PN', PN" 

bargefteUt; fo erl^äö man burd^ ba« im lejcte angegebene ©erfahren: 

Q PN' PN"' 

unb ebenfo für bie Sil^eoreme auf ®. 204 unb 306* 



9tcte D- 

S)e(auna^ f/at gezeigt: bag bie gefttd^te Surbe burd^ ben 
©renn^rnnft einer ßUijjfe ober ^^perbef befd^rieben toirb, 
bereu Queraje =:« ift, unb loetc^e ol^ne ©leiten auf ber 
SlbfciffenajTie fortrottt. — 

e^ fei : 

♦• = f(G>), ( a) 

bie Ofeid^ung ber roHenben Surbe in ^otarcoorbinaten , inbcm ber 
bcfd^reibcnbe ^unß ber ^ol ift, unb bie ber befd^riebenen Surbc: 
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y = q? (a:), Ober dy =^ pdx ) (b) 

fo ergeben \iäf leidet fofgenbe ©leid^ungen: 

dr _ r^da __ 

tnittctft toeld^er man leidet bon ber roKenben ßurbc ju ber be^ 
fd^riebenen, unb untgefel^rt, übergebt — Denn toenn bie rottcnbe 
ßurbe gegeben ift, fo erl^äü man bie®(eid^ung ber befd^riebenen 
ßnrbc burd^ @(imination bon r nnb o jloifd^en ben ®(eid^ungen (a) 
nnb (c) — unb loenn bic ©leid^ung ber bcfd^riebenen ßuroc ge=» 
geben ift; [o ergibt fic^ bie ber roüenbcn burd^ Elimination bon 
X unb y jtoifd^en (b) unb (c). — !£)ieö gibt juioeilen ein ÜJiittel 
iur ßonftruction einer ßurbe an bie $anb, bereu !t)ifferentialgfeid^ung 

gegeben ift. — üDcnn toenn man in bem borliegenben gatte, loo bie 
©leid^ung ber befd^riebenen ßurbc ift: 

für y unb p i^re burd^ bie ©leid^ungen (c) gegebenen SBertl^e fefet; 
fo erl^ält man ate üDifferentiatgleid^ung ber rollen ben ßuroe: 



ry{ar — r'' — c)' 

burd^ beren Integration man erl^ätt: 

b. \ bie S3renn))unft^gfeid^ung eine^ ^egetfd^nitte«. — SSergteid^t 
man biefe ®(eid^ung mit ber getoöl^nüd^cn : 

1 1 — 6C0SG} 

fo finbet man: 

loorau^ ber ju betoeifenbe ®afe erließet — 

gür c.= gel^t ber Äegetfd^nitt in eine enblid^e gerabe 
8inic, unb bie bef d^ricbeue Suröe in einen Ar ei^ über, toic in 5Wr. 76* 
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SJd bicfcr Aufgabe pnbet bic ju Gnbe öon 5Wr- 36 erörterte ©^ 
gentl^fimßd^Ieit ftott — nämfid^ : bag bie burd^ bie Variationsrechnung 
gefunbeue ©teid^ung nid^t alle gäUe enti^ält, toclc^c mögfid^er SBcife 
öorlommeu Mnnen. — !Denn in dlx. 36 l^aben toir gefe^cn, ba^, toenn 
bie Surt)c bie JRotationSafe fd^neibet, c = fein mug, unb bag in 
biefcm göüe bie gefud^te ßun)e ein SreiS ift. — !3DaffeIbe erließet 
an^ ber borl^ergel^enben ßonftruction; benn bie t)on beut S3renn^>unfte 
eine« auf einer ©eraben fortroUenben Segclfd^nitte« befd^riebene 
@urt)e lann bie JRotationSafe nid^t fc^ncibcn, toenn ber Segelf d^nitt 
itid^t in eine gerabe 8inie übergebt. — ®efefet nun, bie urf))rüngtid^e 
aufgäbe toäre folgenbe getoefen: 

Ueber einer gegebenen SafiS AB (gig. 17) eine ßuröe öon 
fold^er ©^fd^affenl^eit ju befd^reiben, bag bie burdf^ il^re üDrel^ung um 
AB befd^riebene Dberfläd^e eine gegebene ®ri5ße ffaU, unb jugteid^ 
ba« bon biefer Dberflad^e begrenjte 35 o turnen ein aWajrimi^m fei. 

!Diefe aufgäbe geftattet offenbar eine Söfung; aber fie toirb nid^t 
burd^ bie Sugef gegeben, toeit il^re Dbcrp^c eine beftimmte 
Function bon AB ift, unb fotglid^ nid^t einer anbern gegebenen 
®r8§e gleid^gemad^t »erben lann- — !Die äuflöfung biefer Slufgabe 
ift alfo nid^t in ber ®(eid^ung: 

Q n a 

entl^atten» — Die jioeite 35ariation ift im Sittgemeinen: 

unb toegen: 

ift fotgtid^: 
d»r_„ d*V ap dT_ ay 

~dy^~' dydp~ y(t+p»)' V~ (1+P*)4* 

» 

@e^t man aber für (1 +i>')# feinen au6: 

ay = (y'^ + c) i/(l + !>') 
abgeleiteten SBert^, fo finbet man: 



/(^ 
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imb ba nx6}t c = fein lann; fo toirb bic lefetc ©tögc für y = 
uncnblid^; folgltd^ ift bic aJariation^meti^obc ^ier gar niäft an^ 
iDcnbbar* — 



9teU E. 



•Die Unterfud^mtg imXeftc O^r. 111 folg.) ift l^ier unboßftänbig; 
benn um allgemein barjutl^un: bag bie 93ariationdred^nung l^ier eine 
öollftänbig bcftimmte Sluflöfung gibt, mug gejcigt toerben : ba§ eine 
Function bon jtoei inbepenbenten 35eränberlid^en bollftanbig 
beftimmt ift burd^ eine jjartieüc ©ifferentialgfeid^ung in SSerbinbung 
mit ^jartüulärcn Sebingungen, beten ^n jal^I berOrbnung^ jal^t ber 
paxücUtn Differentialgleid^ung gteid^ ift, unb bie fid^ blo« auf pax^ 
tifuläre ©ertbef^fteme ber 3nbet)enbenten begiclj^en. — Sin loott^ 
ftanbiger, bon ber 5Ratur ber ^jartifulären Sebingungen unabl^än* 
giger ©etoei« biefe« toic^tigen S^l^eoreme^ ift un« bi^ jefet nid^t ge* 
lungeu — allein ber folgenbe, freilid^ nur bei einer befonbern Älaffe 
öon ©ebingungen antoenbbare Seipei^, fd^eint bcd^ bon einiger S3e* 
beutung ju fein: 

& fei: 

i = 

eine ^jartietle üDifferentiafgfeid^ung ber nten Drbnung, unb \t>ix 
tooßen aud^ annehmen, bag ber SBertl^ loon 2 unb ber feiner üDiffe== 
rentialquotienten jeber Drbnung bi^ ju ber (n— l)tcn incl. gege* 
ben finb, toeld^e einem gegebenen SSßertl^ef^ftemc t)on x unb y twU 
ft)red^en; fo ift ber allgemeine SBertl^ i)on 2 afö Function t)on 
a: unb y bollftanbig beftimmt — Senn ba6 gegebene SÖertl^e* 
f^ftem bon ar, y toerbe burd^ bie ©leid^ung : 

f{x,y)=^Q (a) 

beftimmt, unb bie ^)artifulären SScbingungen feien : 

!J)a aber biefe ©leid^ungen für alle SBertl^e bon x, y ftattfinben, 
»cld^e ber (äleid^ung (a) genügen; fo ift Mar, baß an^ ber ©leid^ung 
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dz . dz du dX 

^m^^ ■ fcl •Buk M.^ SÜS ' I 

dx dy dx dx ' 

dx^"^ dx dxdy "*" dx'* dy» "•" dx"" dy'^dP'' 

&c. 

folgcit, ti)o bie ©ert^c boh ~-, -r^ , ... aii« (a) aBgclcItct tocrben. 

— S&am btefc ÜDifferoitiationcn bi« jur nten Drbnung ind; /fortgcfefet 
»erben, fo erhält man mit t ^X offenbar n-\-i Sidatiöncn jäi*^ 
fc^i ben in X = borlommenbcn ©rößen — unb ebenfo folgen au^ 
ben @(eid^ungen: 

dz d?i _ « d^h ' „ • 

vg/ip.n, n—i, ... 2 @t(eii(i^ungen, fo ho!^ man mit X := im @Qa* 
3cn,3ä>tf(i^m Wefen Q^öfm offeni&or: 

(n + I ) (w 4- 2) 

©leid^ungen l^at, moburd^ aud^ bie W^affl btef^r (trögen au^gebriidt 
tt)irb. — 3EBenn alfo ber SBert^ bou 2, fo toie ber eiue^ iCifferentiat* 
quotienten beffelbcn iebcr Drbnung bi« -ju ber (n — I) ten SDrbnung 
iucL l&p baOurc^^ bie ®tei(^ung : 

befiimwte, ©crt^ef^flem bon « unb y gegeben finb; fo finb bie 
bcinfettcn SBertl^ef^fteme. entfpved^enben SäSert^ie alter Differentiat^ 
quotienten bid jurnten Orbnung incL aud^ gegeben. — 
a)a femer bie ÖSleid^ung: 

X = 

für alle SBertl^e bon x unb y ftattfinben folt, fo l^at man offenbar 
aud^ bie Oleid^ungen: 

ax ay 

26 
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Die ©nfüi^rung bcr Diffcrcntiatquoticntcn bcr (w + 1) tcn Orbnung 
gibt alfo itoei neue an^ L = abgeleitete ©leic^ungen — unb ba 
lebe ber nOIeid^ungen (b) nod^ einmal mel^r bifferentiirt toerbcn 
tann; fo ift flax, bag man baraud n neue ©teid^ungen erl^alt, fo 
bag man im ©an^en n -f- 2 neue ®(eid^ungen belommt -* unb fo 
grcg ift genau audf bie Slngal^t ber neu eingeführten ®r(gen, nömlic^ 
ber n 4- 2 Differentialquotienten ber (n+l)ten Drbnung, toeld^c 
alfo bollftänbig beftimmt fmb. — Diefelbcn ©^lüffe laffen fic^ 
offenbar auf bie Differentialquottenten aller £)rbnungen audbel^nen, 
unb toir gie^n an^ bem ©efagten enblid^ bie allgemeine f^olgerung: 
,,Senn z eine i$unction bon x, y ift, toeld^e ber |>ar^ 
tielten Differentialgleid^^ung ntcr Orbnung: 

genilgt, unb bie einem gegebenen SBertl^efi^fteme bon or, 
y entf))re(i^enben SBertl^e bon z unb eined feiner Diffe^ 
rentialquotienten bi« jur (n — Dten Orbnung incl. gege* 
ben finb; fo finb bie bemfelBen ©ertl^ef^ftcme bon x, y 
entf^)red^enben SBertl^e aller Differentialquotienten aller 
Drbnungen aud^ gegeben." — 

Die Function z ift bernnad^ ooUIommen beftimmt, toorau« 
folgt, ba§ bie n Sebingungen (b) jur Jöeftimmung ber in bcm all^ 
gemeinen integrale ber ®leid(>ung: 

oorfommenben arbiträren (ärSgen notl^tocnbig unb jureid^enb finb — 
unb ba biefe Sebingungen unabl^ängig bon einanber finb; fo fc^eint 
ber ©d^luß natürlic^^ unb gered^tfertigt ju fein: baß bie Sefiimmt^ 
^eit ber älufgabe blöd oon ber 9ln)al^I biefer Sebingungdglei«* 
d^ungen ablängt — ®lei(^too^l bleibt eine allgemeinere Unterfu^ 
d^ung ber in ^e ftel^nben grage immer nod^ ju tofinfd^en übrig, — 
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Sktm ow^ He Uitterfitd^itngen fiber aßajrima unb aßiitima 
loon Suebrfiden mit beftimmten dntegralen unftrdtig ipic^tiger 
ftab, aM Me i»on Vu^brficfen, tok: 

/ dy d^ dz dU \ o 

fo ]^t bcr »etf* lefttcre in 5Wr. 24—26 bod& tool^I cttoa« ju lurj 
unb ungenfigenb bel^anbelt, fo ba| e^ menigften^ ffirbfnerftenSln^ 
finget nic^t nw^jlo« fein »trb, »enn »ir i^icr auf biefcn ©cgenftanb 
nod^maf« jurürffommen. — Der türjc unb Deutßd^Ieit ipegcn ipoUen 
tpit bk ^ier öcrtommenbcn bcrfd^ebenen gätte an ©eifjjieten et* 
ffttitetn, tootou« fid^ bcr anfanget atöbann (eid^t bie allgemeine 
»egel abftta^hen toitb. — 

©eif})iet !• — SRan foö biejienige gotm bon y aft guncttim 
wn X flnben, füt toeld^e bet 8lu«btu(f: 

gtJget, obet fleinet tofarb, att bei jebet aubetn fjotm unb ben«» 
felben VSkttf)tn bon x. — 
Hüft. iTOan Ifot: 

dU^ xSy - 2y8y=ix — 2y)iy, 
alfo toegen ^17=0 l^iet: 

« — 2^ = 0, j = iJ^> 

unb ba 8^ü = — 2iSy)^ negatiö ift; fo ift [7= ^ar« ein 2»a* 
jimum, b. 1^. bei bcnfelben ©ettl^n bon x gtSJet, ate bei je* 
bet anbetn gotm bon y* — 

©eif})iel 2. — STOan fott bie gotm bon y, fo»ie ben ffiettl^ 
t)on X finben, bei »etd^en bet äu^btud : 

I7=y(x - y) + a:(o - ar) = 2ry - y* 4"«^ "" *' 

ein SRajimum, obet SKinimum witb, — 



m 

«ufL — fOtan ^at l^iei: 



a?-2y = 0, (1) unb (ar-2t^)^+^+<i^!?a:=?0 (2) 



il0:paji\l^t ßetinf^wfi pu^O in bie beibeti:®Ieid^utigen: 

dar 

jcrfäl(t;'- au« (1) f^gt; » = i^, wnb für btefen SSi^tif t^on y rc^ 

budrt fid^ (2) auf: v + a — 2x = ^x + a-'2x^ a -^~ = 0, 
Äoraud' z^^a f clgt • — 

. Pr btcfc SBert^c bou y unb x toirb J7=-q-, unb ba bic 

i9ffcubaif.uifl.atib ift; fp ift biefer ißertl^ Don P ein ÜÄafimum. 
.... -SKa^i.J&attß lauci^ bie aÄajrimum«* ober aWinimumöform 
i)on y unb ben3Rafimunt«* ober Winmn^j^wntl^ bon .r eiu^ 
^«fu.^d^ f?nnc9; bcnu fc^t man, ben f(«p y gefunbenen Slu^brud 
y==ix in ben bon Ü, fo loirb . 

ü = ax — ix^] 
folgtid^: ■ - . 

:,— . .jsrö — |a: = 0, alfo j: = Ja, &c. 

Scif^jiel 3. — 2Kan folt für y eine fold^e gunction »on x 
fud^en, bog bic burd^ bie Olcid^ung: 

fiü,y,x) = lF-6my+l2üy''—6y'—27y?-\-5ixy+27x^—0, (1) 

6eftimmte ®r8ge U ein 9JJ-aj:tmum, ober SIRintjnum toirb. — 
. ,3lttft. aßan ^at \)mi 

ift mithin j 

ir — 4Dy +.4y« + 9^ - 9x = 0. (33 
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Durd^ (Elmrination Don U imifd^cn (1) tuib (3) erl^fitt man: 

• I7«3x — j, (4) 

unb burd^ ©ubftitution bicfc« SBert^c« bon ü in (t) mib (3) cc^ 
gibt fid^: 

(j:-y)2(^-»-l) = 0, (5) 

fo bag ntan gut Seftintntung bcn y bte beiben ©leid^mtgen l^at: 
X— y=0 ober y=ar unb jr— y — 1=0 ober y=ar — 1. 

gür y = a:— 1 toirb t^=22r + l unb ^-^17 = — Jrfy^; folg* 
lid^ ü ein SÄa jimum» — 

%ViX y = x toirb ü—2xy unb nad^ (2) tt)irt) aD'=J*y, wib 
n)enn ber. äiudbrudt: 

8Ü_ 2lP — Süy + 8y^ + 18y — l&r 
jy—. *ü2-4l/y+4y 

(^ttf bie betannte SSeife bel^anbelt, fo finbet man: 

,^, AV~-- By i~- 8ü + 16y + 18 
dü_ dy ^ dy , 

2ü^^— 4y^— 4r^+8y 

18 
,r= — =:oo für y = x unb U=2x. 

!3)affe(be 9{efu(tat ergibt fid^, toenn man bie ®(eid^ung: 

cr^— 4cry+4y = 

anioenbet — unb foß au« äi^nlid^eu ®rünben, ti)ie in ber Differenz 
tialredj^nung, i^ier nidj^t tt)e.iter beachtet unb unterfudf^t loerben — loa« 
a\x6i ber 35crfaffer immer getl^an IfcX, 

SEöenn Ü atö gunction oon jr nid^t ocm erften ®rabe loäre, 
fo tonnte man auc^^ nodj^ ben SBert^ Don x f neben, für toelc^en TJ 
ein 3Raf. ober 2Jiin. »irb. — 

Scifpiet 4. — 3Ran foU für y unb 2 fold^e gunctionen bon 
X fudj^en, bo§: 

17 = a:/^«(jr — y— -z) (1) 

ein SKaf., ober SWim toirb» — 
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8uf L fOlan finbet UidfU 

S0= (X — 2jf — %)zzdjf + (« ^ Sr — 2z) xtfdz, 
fo bog man ^ot: 

« — 2jf — « = unb X — y — 2« = 0, 

or — 22f — 2 = unb y = 0, 

X — jf — 2zsa0 unb ««=0, 

unb y = 0. 



^ber: 
ober: 
ober: 



(2) 

(3) I« 

(4) 
(5) 

(6) 



z = 
an« (3) folgt: 

jf = iv unb 2-=iar, alfo: ü^^x\ 

unb ba bie jioeite aSoriation: 

d'U= - 2xrdy' + 2x(x — 2y — 2a) SySz — 2xy*t« 
auf bie gorm: 

««17= — |x« [( Jy -h i*2)' + I ^i^] 

gebracht »erben fann; fo er^eßet^ bag 17=,V^* ^'" STOajrimuin 
ift. ~ 

^Jladf (4) ift y = unb t==a;, alfo 17-, 0, unb ba fxdf bie 
jlDcite Variation auf: * 

SW= — 2x«(Jy« + SySz) 

rebudrt; fo finbet in biefem gatte toeber ein SKay., noc^ ein SDiin. 
ftatt, meil Jy, öz beliebige SBertl^e unb 3^'^^" f^aim Knnen, 
fo bag man nid^t htf)auptm fann: ba§ <)*[/ ftctd negatiD^ ober 
po\iti\> bleibt. — 

Sbenfo ergibt fid^, ba§ bie ©leid^ungen (5) unb (6) meber ein 
SRafimum, noc^ ein SDiiniinum geben. — 

S9eif}jie{ 5. — Wlan fotl für y unb z folc^e Functionen Don 
X fuc^en, ba§ bie burc^ bie ®Ieid^ung: 

f{ U, X, y, 2) .= i73 _ 3c;y2 + 3a:y'+ 2« = (1) 

beftimmte ®rö§c f/ ein aWajimum, ober SKinimum »irb. — 
«uff. 3n biefent gaüe l^at man: 






a(fo: 
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Äff ^« - 2jry . . Ulf — %^ • 
ly^ — yz V* --yz ' 

rnib foIgUd^: 

Cl2 -. 2jry = 0, Uy — z'^^^ 0, 
)t>exaM folgt: 

@e^ man biefe föert^e in (1), fo erl^ält man: 
Ct6x8-C/8)£/« = 0, alfo l/=0, C/=2/2.x, y=4ar,2=2/4.a-^ 

3 3 

»0 nur bic reellen ffiert^e bon /2 rnib /4 in ©etradf^t gejogen 
loerben foQen, loeil bad 3magtn&re Dom Serf* ganj mbexMfiäf^ 
tigt getaffen ift. — 

Pr bie brei letzten SSertl^e bon U, y unb z toirb : 

2/4. ar 

fo bag ein SDtafimum, ober Sßinimum ,ftattflnbet, jenaci^bem x 
ncgatiö^ ober |>ofitiD ift — 

gör U=0 ift y=0, « ^ unb 5U=^%dy + ^iz, unb toenn 
man bie unbrftimmten t$ormen naiver unterfuci(^t; fo ergibt fic^: 
bag toeber ein SRajimum^ noc^ ein ättinimum ftattfinbet. — 

S3*cif|>iel 6. — SRan fott für y unb a folc^c gunctionen bon 
X fttc^en, bag: 

U^yz (1) 

ein 912 ajr., ober SR in. unb jugleic^ ber Sebingung: 

3y + 4& = a:« (2) 

genügt toirb. — 

3(ufL €e^ man für z feinen an^ (2) genommenen SBertl^ in 

(1), fo er^Stt man: 

U'=^i9i^-3y), 
folglich: 

^ = *(|y unb 3W = ^i5y^, 
fo ba| mitl^in ein SRafimum ftattftnbet — 
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SBenn bie Sßmtnation k>bn z obety jiotfd^en (l)|mb(2)@(i(|tDte' 
rigfcitcn barbictet, fo lann man (1) unb (2) erft Dariircn unb iz 
ober öy eüminiren. — 

^ictnaöf ffat man: 

ÖU-zdy^-ydz, (3) 

3dy + 4Ä« = 0, . (4) 

unb loenn man dz etiminirt: 

äü=^^-^Sy, \ (5) 

mitffxn : 

42 — 3y = 0, » = ij|f;i 

folgüd^ nac^ (1) unb (2): 






.yiadf (3) ^at man ferner: 

8W—2dy5z-^^df, ' 

toenn man für dz feinen SBert^ au^ (4) fubftituirt — SotgUdS^ jc 
SBir tt)oUen nun ben galt betrachten, wo: ' ' 

ift; fo l^aben »ir: 

ober in ber ^ejeid^nung be« 3Serfaffer« (ß. 15): 



<Jl^ = iS-Jy + Pi.r.5 +P^rf.^4.... + P,a. 



dx " dy* ' c^x" 

^Ndy+ P, ^ + P, -^- + ; . ,^P, 4^ 
S)ie ©ebingung «(/ = gibt-^ter folgfid^j • ' 



(2) 






Ober: 






■•' ; I 



(4) 
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Hu« btm ®. 38 angtgetoten Qhmnbc icrfOQt aber bie 9tä^vai% 
(3) in bie än}e(Ben (Sleid^ungen: 

Ober bie ®(eic^ung (4) in bie eingelnen ©(eid^ungen: 

N=:0, Pi = 0, B2 — 0,...Pn = 0, (6) 

»eil nfimltd^ fcnft burd^ (3) ober (4) eine {Relation xtoifc^en y, ~ , . • . 

unb iy au^flebrüdt »ürbe, toa^ unjulöffig ift— Slud^ finb bie SB er* 

t\ft bon Jy, -j^f* * ffi^ irgenb meieren SBertl^ bon or ganj un* 

abhängig bon einanber, fo bog feine ©leic^ung jtoifc^en benfelben 
ftattfinben lonn; alfo andf an^ biefem ®runbe bie ©(eid^ungen (3) 
unb (4) x^p. in bie Oleidf^ungen (5) unb (6) jerfatten muffen. — 

Sbtx\pxti 1. — aWan fott für y eine folc^e Function bon x 
fud^en, bag ber Sludbrudt: 

U^y^+bxy + cy + bx'^y' + x'j'« (1) 

ein Wla^., ober SWin. toirb, — 
^ufL $ier ffot man: 

6U=(2y + bx + c^dy + {h + 2^) x^Öy, (2) 

unb toegen dJ7=0 mithin bie beiben ©feid^ungen: 

(3) 2y + bx + c = 0; (4) 6 + 2y' = 0, 

toeld^e jmgfeid^ ftattfinben muffen. — äu^ (4) fotgt burd^ 3nte* 
gration : 

2y + bx+C=0, (5) 

toorau« erl^üet, bag 0= c fein mug, menn auc^ (3) erfüüt »erben 
foü. — SWan f)at folgfid^ (3) atö tuflöfung. — 
gerner ift: 

unb mitl^in finbet für ben burd^ (3) gegebnen SBert^ bon y ein 
SD^iinimum ftatt» — 

äRflgte nac^ ben itJebinguugcn ber ^ufgak J^=0 fein, fo l^ätte 

26» 
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mm nur bie eine ®(etd^ung (4) unb beten integral (5) a(d %uf[9' 

fung, mcld^c^ »egen ber orbitraten (Sonftonte C ottgemeincx 

ift atö (3). — 

Segen i'^V=2x'^6y"^ pnbet offenbor lieber einSWin. ftott- 
SBenn bogegcn ben Sebingungcn ber Stufgobe gemäj ^^=0 

fein müßte, fo i^ätte man nur bie ®(eic^ung (3), toelc^c fofort bic 

Sluflöfung gibt - unb ba d^U=2dif ift; fo f^nbet lieber ein SWi^ 

nimum ftatt. — 

®eif<)iel 2. — Sßan fud^t für y ejne fotd^e guuction öon ar, 

baß: 

U-x'^ + 2xy'^ + ix^-y'^'-ix^y+y'^ = (1) 

ein SWajfv ot^cr SD? in. toirb. — 
Slufl. — üKan finbet ^ier: 

Sü=(i4xy ~ 2yy')dy i-i2y' +x^-y''-4x)dy', (2) 

unb l^at fotgUc^ bie beiben 3)ebingungdg(eici^ungen : 

(3) 4xy — 2yy'=^0, 2y' + x^—y'''-Ax=zO. (4) 

5Der SBertl^ y = 0, toelci^er ber ©leid^ung (3) genfigt, gibt feine 
gunction bon a: unb genügt auci^(4) nid^t, f o baß man bie ®(eic^ung : 

Ax - 2y' = 0/ ober 2x - y' = (5) 

mit (4) berbinben muß. — au^ (5) folgt: 

,y'^^r=:2x, a(fo: y = a:« + C- (6) 

®e(jt man biefe SBertl^e für y unb y' in (4), fo erhält man: ' 

4jr + a?* — a:* + 2 Cx'^ + C« — 4ar = 0, * (7) 

fo baß offenbar C = fein muß , toenn (7) ibentifd^ ftattfinben f oIL 
— "Siliii) (6) ift alfo y = j:^ bie gefud^te gunction. — 2lber ba: 

d'^U^ — x^yäy' +2tfy'« 

loegen ber gegenfeitigen 3nbe|)enbeng unb SBiUIür ber Söertl^e 
oou öy unb dy fein unberänberlic^e^ SSorjeid^en jugefd^rieben 
merbcn fann; fo finbet meber ein SKaj., nod^ ein SKin. ftatt. — 

SBenn a(fo aud^ ben SSebingung^gteid^ungen burd^ eine Function 
y bon X genügt »erben fann, inbem man ben burd^ 3ntegrotion ein* 
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geführten arbiträren ßonftantcn cnt\pxtäftntt SSBcrt^c beilegt; fo 
folgt barau^ boc^ nod^ feinc^tocg^, ba| ein SDiaf., ^^^ 2)iin. ftatt^ 
pnben mu|, 4^^^^^ ^ muffen ouc^ bie n^eitern iöebingungcn ^iiu 
fid^tlid^ ber jtucitcn SSariaticn ö'^U erfüllt werben — ganj ät;ulid(^ 
ö)ie in ber ©ifferentiotred^nung. — 

Sdti\pnl 3. — aWan feil für y eine fold^e gunction bon x 
finben, bag ber Sludbrucf: 

ein 9Rajv o^^ 3Win, »irb. — 
äufl. SWan ^at ^icr: 

(JC^ = (2y (1 + y'2) - ay) (Ty + (2fy ~ ay)(5y', (2) 

mitl^in bie beiben ©teid^ungenr 

(3) 2y (1 +y'2) « ay' = 0, 2yhy - ai/ = 0. (4) 

Der ©leic^ung (4) mib andf (3) »irb burc^ t/ = genügt; a(* 
lein bie« gibt »cber für y eine gw^c^i«?!^ ^ö" »'*; uoc^ ein 3Kaf., 
ober SDiin., toeil fid^ bie jioeite 33ariaticn ouf: 

d'^U^ ^'2dy — 2adydy 

rebucirt, n?etd^er Slu^brucf tocgcn ber 3nbe})enbenj unb SBiflIfir ber 

©crtl^e Don öt/unbJy nic^t ftet« baffelbe ^döim bcl^altcn muß: 

9?acl^ SEüeglaffung be« gactor« y mirb bie ®{cid(^ung (4) offenbar; 

2yy-a = 0; (5) 

allein bie ©Icicbungen (33 mib (5) fönncn nid^t gleid^jeitig ftatt* 
finben; benn fe^t mau j. 3). beu a\x^ (5) gejogencn SBertl^ bon y 
in (3), fo erl^iSIt man a = 0. 

SDJflßtc aber \\(ii6:i beu Öcbiugungen ber Sdifgabc J^ =: fein, 
fo l^ättc man nur bie eine ©Icid^uug (4) ober bic(mcf;r (5), toorau« 
burc^ Integration folgt: 

y^^ax + C, 

unb ba 8'^ü=2y'^6y"^ toirb; fo finbet ein äliinimum ftatt. — 

SSJeun nac^ beu S3ebingungen ber älufgabc öy ={} fein mügte, 
fo l^ätte man blo« bie eine ©leici^uug (3^, )Dc(c^er, n^ie fd^on be=* 
merlt, burc^ y = genügt toirb, unb ba b'^U=^2ö'^y\o\x\>) fo finbet 
ein 51» in. ftatt. — 
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9ita (3) \taft folgt: 

unb tocnn man /«»— iGy» = z fe^t: 

folglich: 

ar = — i « + j log (a + 2) + C, 

ttub enbüc^, tocnn für a fein SSJcttl^ rcftituirt toitb: 

x=— i/«»-16sf'4-| log(a + |/«4-16y*) + C. 

Da fid^ in bicfem gallc bie jtoeltc 3Soriation auf 
<J«t7=2(l +y*)«^y^ tebucirt, fo flnbet ein 2ßinimum ftatt — 

©eif<)iel 4. — aWan foü für y etnf fctd^c Function öon x 
finbcn, bai bcr Slu^brud: 

ein SUiaf., ober aWin, »trb — 
llufL 1. 2»an finbet leicht: 

SU=2y"dy" + i2y'-y+3x^5)di/ + ii-6x + 2y^iy)dy, (2) 

unb fjat folgüd^ bie brei ©leid^ungen: 

(3)»" = 0, (4) 2y'--y + 3a:-5.-^0, (5) 1 -6ar+2y~y' =rO. 

»u« (3) folgt: 

y' = A, y^Ax + B, (6) 

unb tocnn man biefe SDBertl^e (6) in (4) unb (5) fubftituirt; fo er* 
l^ält man bie beiben Gleichungen: 

(7) 2A-5-5— ar(A — 3) = 0, 2arU-3)+l+25— A=0, (8) 

toüdft offenbar für A-~3 unb B = l ibentifc^ erfüllt n?erben, -— 
gär biefe äßertl^e t>cn A vaüo B to\x\> nadf (6): 

y = 3a:+l, 
unb bie }iDeite SSoriotion toirb: 
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\o ba§ folgttd^ ein Sßinimum ftattftnbet — 

31 uff. 2. Ober man etmünirc y' gtoifd^ (4) unb (5)^ fo er* 
ffäit man fofort y = 3ar + 1 > ölf o y = 3, y" == 0, unb tt>cnn man 
bicfe SSkrt^ in (3), (4), (5) fe^t; fo finbct man, bafe biefe mtu 
df^ungcn ibcnttfd^ »erben ; fofgUdf^ ift y = 3a: + 1 bic' gefuc^tc 
gunction* — 

SBenn nad^ ben Sebingungen ber Slufgabe Jy = fein mfigte, 
f ffSittt man nur bie ©(eid^ungen (3) unb (4) , a(fo n^ieber 
y=3a:+l unb: 

fo ha% toieber ein STOin- ftattfanbe. — 

aÄü|tc V=0 fein, fo l^ötte man nur bie jtoei ©leid^ungen (3) 
unb (5), alfo lieber y = 3a:+l, unb »egen Ä't7==2(Jy"^ + Äy«) 
fänbe toieber ein SDtin, ftatt, — 

aßügte Sy" = fein, fo l^atte man nur bie beiben ©feid^ungen 
(4) unb (5), alfo toieber y = 3a:+ 1^ unb ba: 



iW=i5y'-Öyy + dy'^ + dy 
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toirb; fo fänbe toieber ein aKin. ftatt. — 

SJenn jugleid^ Sy' = unb dy = fein müßte , f o ff&ttt man 
bM bie eine ®(eid^ung (3), a(fo lieber: 

y=:Ax + B, 

unb toegen a»P=2«y"« fSnbe toieber ein STOin. ftatt. — 

5Wüfte gugleid^ <^y = unb Sy'-==0 fein, fo l^Stte man nur 
bie eine ©Idd^ung (4), für toeld^e e-i^ ber integrirenbe J^actor unb : 

y =r 3a: + 1 + Ce^ 

ba« Sntegral ift. - 35a femer d'^Ü=2dy' toirb, fo pnbet toieber 
ein SKinimum ftatt. — 

SMügte jugleic^ Äy =0 unb ^y" = fein, fo l^ätte man nur 
bie eine ©leid^ung (5), für toetd^e er-^' ber integrirenbe gactor unb: 

y = 3a:.+ I + Cr*' 



boe antegral ift — ©egcn i'^U=^2Sff fhtbet tolcbcr ein IBlhU 
jnum ftatt. — 
. SBenn : 

ift , unb für y unb 2 fold^c Functionen bon x gefud^t iperben, bog ü 
ein 9Rajr., ober äRin. koirb; fo ^ot man: 



dy" ' dy'^ i ••• . ^y 
4. 1?^2 4- ^rfz' 4- -4. — ^*(-> 



(t) 



©ie (Sleid^ung dü = jerfätit alfo in bie beiben @^ftenic t>on 
einzelnen ®(eid^nngen: 












(2) 



^ 



toeld^e glcic^jcitig erfüllt locrben ntüffen — unb jugleid^ ma^ 
S'^U^kt^ negatiD, ober <)ofitiD bleiben, toenn ein SKafimunrm-r 
ober ein 9Winimum ftattfinben foIU — Da man in tiefem 8atC< 
nod^ me^r (Sleid^ungen ju genügen l^at, fo tt)irb noc^ feltener et* 
ÜÄaj., oter SDiin. ftattfinben, tt)ie in bem gaüe einer <)rimitit)e '^ 
ober unabhängigen gunction iy — unb M bie ©e^anblung bc^rt 
©leid^ungen (2) ber frühem ganj analog ift; fo fügen toir l^ier feir^^ 
fpecießcn öcif^Jiele tociter bei — unb übergeben auc^ bie nähere 33 ^' 
trad^tung ber übrigen gäüe, toclc^e bei Functionen o^ne Sntegra "Ce 
nod^ borfonimcn fönncn, n)eil fie tein bcfonber^ gro^e^ 3ntereffe 
bieten. 
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3ufd|e ju Stapittl 1 

IS^ lotrb für ben erften 3(nf finget nic^t un^tpedmä^tg fdn, 
Denn mir l^ier mel^rere ber in StapM 4 bel^anbetten Siufgaben auc^ 
^ mdf anbern SRetl^cben }u Ofen fud^en* — 

3lufgabe 1. 

!I)ie Ifirjefte Sinie ju finben : 1) jiotfd^en }tDei gegebenen $unN 
eu — nnb 2) jtoifdf^en jtoei gegebenen ^öinien. — 

äufl. 1) ffid feien Cxq, yu)i (ari, yi) bie beiben gegebenen 
fünfte, fo ift bad gu einem Sßinimum }u mac^enbe dntegrol: 



o(g(id^ : 



u= 1 d«; 

du = f' rfd«, 



(1) 



(2) 



d*^. d# = dxi.dx + dyä.dy, 

[fo: 

@e^t wan biefen Sßettl^ »on (T.d« in (2) unb integrtrt tl^ei(< 
eif e, fo ergibt fid^: 

SBegen ^:m=0 l^at man alfo bie ®f eici^ungen : 
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ba« Ontfgral ift — ©egcn i'^U^iSff fhtbct tolcbcr ein aWini^ 
jnum ftatt. — 
. SBcnn : 

ift, uiib für y unb 2 folc^c Functionen »on ar gcfudf^t ipcrben, bo^ 
ein 9Rajr., ober äRin. loirb; fo ffot man: 

Die ©tetd^ung iU — jerfällt alfo in bie betben ®^ftcme t>cn 
einjelnen ©(eic^ungen: 

dÜ ^ dU ^ du 



= ^=0 -^=0 ) 



: (2) 



toeld^e gleic^jeitig erfüllt n)erben muffen — unb jugleid^ mug 
^'[/ftet^ negatit), ober <)ofitiD Meiben, menn ein 2Jiafimum, 
ober ein 9W in im um ftattfinben foIU — !Da man in tiefem galle 
noc^ mel^r (Sleid^ungen ju genügen l^at, fo toirb nod^ feltener ein 
SD?aj., oter SDiin. ftattfinben, tt)ie in bem gaüe einer <)rimitit)en 
ober unabhängigen Function y — unb ta bie ©e^anblung ber 
©leid^ungcn (2) ber frühem ganj analog ift; fo fügen mir l^ier feine 
f<)eciellen S3eif))iele lociter bei — unb übcrgel^en awi) bie nähere Se^ 
trad^tung ber übrigen gälte, meiere bei Functionen o^ne integrale 
nod^ x?orfommcn fönncn, meil fie tein bcfonber^ groge^ 3ntereffe bar- 
bieten. 
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3ufd|e ju Stapittl 1 

(Sd iDirb ffir ben erften 3(nfänger ntd^t unjtDedmägig fein, 
koenn tDtr ^ier meistere ber in ^copM 4 bel^anbeßen 9lufgaben auc^ 
no(i^ nad^ anbcrn SRetl^oben gn IJfen fud^en. — 

Slufsabe L 

!Dic fürjcftc 8inic ju pnben : 1) jtoifd^en jipei gegebenen ^unf^» 
ten — unb 2) itoi\6ftn jmei gegebenen löinien. — 

5(nfL 1) ffi^ feien Cxq, yo), ixu yi) bie beiben gegebenen 
fünfte, fo ift ba^ ju einem SR in im um gu mac^enbe integral: 



u= j ^ dB; 

Jjro 



(1) 



fotgtid^: 

du = f' ^d«, (2) 

unb tocgen d«« = cte' + dy« ift: 

olfo: 

ds ' ds ^ 

-s^-^d.ix +-rdf,*y. 

©e^t man blcfcn äBertl^ t>onö *d8 in (2) unb integrirt tl^eif* 
toeif e, fo ergibt fid^: 

933egen *^=0 f)at man alfo bie ©teid^ungen: 



imb: 



folfllid^: 



alfo: 



unb enblid^; 
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di ' ds 



d.^=:0 unb dJ^- = 0, (3') 

d$ ds 

^«a unb ^=6, (3") 

dB ds 

x:=as+a' unb y=6«-f-6', 



a' _y—X 



(4) 



a 6 ' 

b. 1^« bie ®(dcl^ng einer ®eraben. :r- 

Wlan fann andf bie ^emerfung benu^en: bag bie ©teid^ungen 
(3') jcbe für fic^ biefelbe gunction y«=f(ar) gebert muffen — fo 
bo§ biefe beiben ®leid^ungen nid^t inbe))enbent Don etnanber finb; 
fonbem bie eine eine golge au« ber anbem ift^ toad fidf in ber 
STl^at aud^ (eid^t jeigen ia^. — S)enn an« ber 9ie(ation: 



folgt: 



unb l^ierau«: 



(fr+ar-' 



dx , dx , dy . dy ^ 
ds ds ds ds 

, dx _ dy dy 



SRan braucht alfo nur eine ber ©leid^ungen (3') jtt betrad^ten, 
5Wimmt man g* Ä bie erfte, fo ffat mein: 

dx 1 



■*p ■ ^> I 



a' = coüst») 



* v/('+S) 

mitl^in aud^: 

-^ = a unb t/ = a.r + 6» 

!J)a bie (gnbt)unlte gegeben finb, fo ift da:o = 0, J^o = 0; 
iXi^O, Sy^t=0) folglich gefd^ie^t ben ®renjg(eid^ungen (3) ®C' 
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nügc, unb bo bic ©leic^ung (4) für x = Xo, y = yo «nb x = xi, 
y = yi erfüllt tt>erben inug ; f o ift bie ©Icid^una ber äcfud^ten ®^^ 
rabcu eiiblid^: 



X 



^0 _ y — yo 



Xi — J^o üi — Vo 



2) 3öenn fo (a*, y) = 0, /*, (.r, i/)=0 bie ©(eic^ungen ber (Srenj- 
curoen finb, fc bleibt bie ®Ieid^ung (4) in biefcm gaüe biefetbe^ 
tt>ie im erften gaüe, unb jugleid(^ ^at man bie ®(cidbungen : 



'^:>'"+(iJ" )*"=»■ 



u. 



(fr)^'.+(f;>».-»- 



O) 



SäJegen (3) unb (3') folgt au« biefen legten (Gleichungen: 



Kf)-(f)=»- 



(6) 



unb auperbcm f)at mau /*ü(a^t') = 0, Z', (a', 6')=:0, n?cburd^ atfo 
bie ßonftantcn beftimmt werben. — 

3öenn bie beiben ®renjcurben nic^t in berfelben Cbene (ie^ 
gen, fonbern eine beliebige ?age im 9iaume l^aben, unb i^re ®(ei:= 
d^ungen finb: 

fo tiat mau toegeu c7«' =• rf.r- + ^^^ + ^^' • 

d8S,d8=: dx i) \iJx--{- dy d,dy --{- dz ^.dz 



(7) 



unb: 



W' 



ä.ds = ~-d.äx + ^d.dy -}-~-d .äz 
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H>'-f:\'^'"+'^'-"+^'"\ 



=\p'+t"+>\ 



*i 



mithin: 






(8) 



/dx 



(^) ,''■ + (^), * + (^V- = »• 



(9) 



unb: 



f olgfid^ : 



alfo: 



d^^O, d^ = 0, rf.-? = 0; (10) 

ds ' d$ ' ds ' 

dx dy , dz ...,. 

ds ' ds ds 

X — « __ y — 2 — • c 



(11) 



h. i). tDieber bie Oleid^ungen einer ®eraben. — !SDie ßonftanteu 
iperben toieber toie bcvl^in beftimmt — unb au^ (3) ober (9) erl^et 
let: bag bicfe®erabe bie ®renjKnien unter red^tenSBinfeln trifft.— 
Ober man bemerft: ba^ fi^ bie brei ©leic^ungcn (10) auf 
jtoei berfd^iebene rebuciren, »eil biefe bie britte jur golgc 
^aben. — ©enn an^ ber SRetation: 



folgt: 



(f)'+(fr+(fT=' 

dx dr \dy dy .dz . dz ^ 

ds ' ds"* ds ' da * ds * ds''' ^ 



unb tt)enn j» So. bie beiben testen ber ©(eid^ungen (10) ftattfinben; 
fo flnbet auc^ bie erfte ftatt. — 2(u« ben beiben legten fpfflt: 



alfo mdf: 



unb cnblid^: 
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dy 

ds 


= const.^ 


dt 
dt 


dy 

dx 


= 6, 


dz 
dx 



= const. 



= c, 



y = bx -{-b', s = co: 4" c\ 

aufgäbe 2. 

3n)ifd^cn ütoei gegebenen fünften (Xo^yo), i^^yi) eineßurüe gu 
befc^reiben, toetc^e, toenu fie fic^ um bie 2lfe bcr x bre^et, bie 
Ileinfte Dberfläd^e bef einreibt. — 

SlufL §ier ift befanntlid^: 



folgfic^: 






unb: 



f 1 
u=2;r yds) 

du = 2;rJ'J I d,d^ 4- 3, (^ d . 5x + gd . rfy ) j 

• '^^''£\{'^-^'yt)^y-'^-yft^'' 

aWan l^at alfo bie ®(eid^ungen: 

^ ds 

dx dx 

d..V-^=0, atfoy-=o. 

^Eegen y^ = .v §• $ ^«t man folgfi^ ou« (2): 



(t) 



(2) 



(3) 



cfs 



c^o; ds 
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ds 


dx 


= 0, 




dfo: 




















c 




-=: 


dx 




v> 


+ ©' 


c 


unb 


wenn 


man 


intcgrirt ; 


fo ftnbct 1 


man : 





'»«I^V'+(|)1--T-. 



ober: 



dx 



+^'+(ir= 



unb: 



| + ^.H.(^)' =«-•-?; 



folglid^: 



unb enblid^: 

b. ]^. bie ©(eici^ung ber Äet t entin ic.*) — ®e^t man yo = yi) 
unb :ro = — ÄTj , f o ift nad^ (4) offenbar a = 0, mithin : 

y— 6=J^cT +6^rj. (5) 



*) Slud^ l^icr fanit man bie Q?cmcr!ung Bcuufecn: baß btc ©Ictc^ungcn (2) 
unb (3) bicfclbc gmictton y=zf{x) geben milffen; alfo bie eine 'eine go Ige 
ber anbern fein mu§. — 3n ber Z^at l^ot man bie tbentifd^e ©leic^ung: 

bcnn barau« folgt tocgen -Jl = — ^ ^ _-£ offenbar : 

dx d$ dx 
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gür x = ift aud^ -J?- = ; b. 1^. tie ßuröe butd^fd^neibet bie 

aije ber y rec^ttoinffig — unb jtt)ar nac^ (3) in cmcm äbftanbe 
= e üom Hnfang^^junfte, fo bag tücgen (5) offenbar 6 = ift, unb 
bic ©leid^ung ber Äettenlinie enblid^ tüirb: 

y=^^(^ec + e- cy (6) 

Da bie (Snb|)unlte (aro, yo). (^i, 9i) gegeben finb, fo ift 
Sx = 0, dyr=0, ^jri=ü, Jy, =0; folgtid^ toerben bie ®renj^ 
glcid^ungen (I) erfüllt — unb toenn bie Settenlinic ftatt bon jü)ei 



-■(^^)-^-+f-»i=«. 



dx 
ds 

ober : 

»etci^e le^te ©Icid^ung löcgcn: 

^' \ ^y^ 4 ^ dx ^dx y d%j .dy ^ 
a«' d»* (fo rf» ' rf» ds 

eine offenbare 3bentttät ifl; olfo ou(ä^ («). 
2Iu« (3) folgt aber: 

»=V('+S). 

unb l(»ieraud: 
alfo: 



._« = e.log(?^±>^), 



JT A 



unb: 



c- *-« 



alfo cnblt(ä^: 
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gegebenen fünften, tocn jtoei gegebenen (Surtoen begrcngt tote; 
fo erl^eüet m^{\), bag fie Hefeiben unter redeten SSSinlcCn trifft - 
3äJcgen be« Uebrigen toergl. 9h:. 67. — 



aufgäbe 3. 

3tt)ifd^en jtoei gegebenen fünften (a;o, jfo), (^i>9i) eine 6um 
i^on fold^er ©cfc^affeni^eit ju befc^reiben: bag bie üon i^r felbft, i^* 
ren beiben äuperften Ärümmung^^albmeffem unb bem jtoifd^en biefen 
üegenben '^ogen i^rer ßtjolute begrenjte gläc^e ein ÜJJinimum 
ift - 

Slufl. öciin Q ben Ärfimmungö^albmeffer bebeutet, fo ift M 
JU einem äJiinimum ju mac^enbe Öntegral offenbar: 

folglich : 

()u ~ M {dsdg + gd . ds^. 

5ßun ift aber befanntlic^: 



mithin : 



1 d'^xdy — d'^ydx 

g~ d«s ' 

__ dg dyd'dx - dxd'^8y'\' d^xddy — d'^ydöx 



Q 



ds'^' 
3(d^xdy — d'^ydx) 



ds^ 



• • • • 



unb: 

dsög -{- gd . ds -== 



Sdds 
gds 



Q 



ds 



idy d'dx — dx d-by -\- d'^xd^y — dhj ddx) 



+ '^(^l^''+t''^)' 



inbem für d Ms fein SBert^ gefegt ift. — 

T)\xx6) t^eitoeife Integration ergibt fic^ ^ierau«: 
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unb man i^at folflüd^ bie beiben ®Ieic^ungen: 






« <*'» _i_ /«« *^ _u w p'^^y — h 



(1) 



ttjo a, b jwei »iflfüvlic^e ßonftanten bebeuten.*) — §ierau« folgt 
bur(i^ tlbbttion: 

9« -^ + 29e?p — Q^-^=adx + hdy ; 

miti^in : 

^^ = aar + 6y + c. (2) 

gbeufo ergibt fid^ buvd^ ©ubtractiou ber ©leid^ungen (1): 
toorau^ nad^ einigen leidsten SRebuctionen folgt: 



*^ SDtt ben beiben ©Utt^ungen (1) mug aud^ mthtx eine eine S^^d^ 
au« ber anbern fein. — 
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®oti>o^( (2) ate (3) ift rinc gcomctrifd^c ^Definition ber gefud^* 
ten dnxH — unb au^(2) fie^t man: bag ba^Quabrot i^rc^ÄTüm- 
mung^^dbmeffcr^ q eine lineare Function ber ßoorbinaten x,y ift. 

Da femer q offenbar oon bcm getoäl^Iten (Soorbinatenf^ftente un^ 
abhängig ift, fo lann man baffetbe, nnbefd^abet ber Slßgemein^eit 
ber «uflöfung, fo toä^Ien, bafe a = 0, c=0; folgfid^: 

(4) Q^ = by nnb 9 = 2 18 ^^^ 

toirb. — 3(u« (4) fielet man: ba§ bie finrbe ganj über ber Slfe ber 

X liegt — nnb ba§ bie Ärümmnng in ben gteid^toeit bon biefcr äje 

entfernten "^Jnnften biefelbe ift. — gerner erließet au^ (4) unb (5): 

dx 
bafe für y = anc^ 'T'~^ 'f* "" ^^^ ^ivct>t bie 3lf e ber x alfo 

unter einem redeten äßinlel trifft.— enblid^ folgt aM (4) unb (5): 



a(fo: 



unb: 



dx 



b dx y — 

2 ds *" ^^y ' 



ar ^ g arc cos (^ — ^ j — i /^^ — 4^2 , 
b. ^, bie gefud^te ßurt>e ift eine S^cfoibe. — SJergl, 9ir. 80 folg. 

91 u f g a b c 4. 

Söenn ^ eine Function bon or, y ift, bie gorm bon y fo ju 

beftimmen, ba§ ba« 3ntegral te- '^(fs ein 3Äafimum ober 

ein aWinimum loirb. — 
Slufl. §ier ift: 

8u = Cc?«5|ii + fttf . ds') 

unb: 
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'H%>+{t)"- 



Durd^ t^eitocife Integration cvl^ält man: 



Ä« = j^-g<JzH-^|dyj 



'1 
'0 



•)i- 



ds 



(1) 



(2) 



unb man l^at mitl^tn bie ©Irid^ungen: 

>.l(f)/-^(S)/»-!=«' 
(^)*-''(''f )=«■•' 

äu« (2) folgt »eiter: 

\dx) ds \dy/ ds 
unb cbenfo: J (3) 



*) ^on bcn Reiben ©Icid^ungcn (2) m\\% notfjtocnbig »ieber bic eine eine 
So ige au9 bev anbern fein. — 

27* 



m 

Slbbtrt man bie Ouabrote tw« (3} intb imtdt, ba§: 

|^=(^f)'+(-f)' 

ift; fo ergibt fic^: • 

p Veto/ (fo \dyj ds ' 
alfo: 

Q ii\\dxjd8 \dyJ dsV ^^ 

!Diefe ©teid^ung brüdt eine geometrifd^e (Sigenfc^aft ber Surte 
y = f{x) cM, toclti^e ba6 gegebene Sntegrd gn einem SRajimum, 
ober aWinimnm mac^t, fann aber nid^t integrirt toerben, fo (angc 
[L nid^t ate gunction bon o; uub y gegeben ift — 

SBenn /u = y, alfo ^^=: 0, ^ = 1 ift; fö folgt au« (4): 

ax dy 
1 1 6?ar dB 

b. 1^. ber Srümmung^^albmeffer ift ber 5RormaIc gleid^ unb entge* 
gengefetjt — ttjefd^e« eine belannte (gigenfd^aft ber Seitenlinie 
ift, — aScrgt. 5»r. 63 folg. — 

9?clatibe aWajrima unb SKinima. 

SBenn nur eine ©ebingung gemad^t loirb, fo fann man ftott 
be« getoß^nlid^en , aud^ bon bem 35erf. angetoanbten SSerfal^rcn«, fid^ 
jttjedmägiger be« folgenben bebiencn: 

g« fei w==F(.r,3^, 2,...) bie ju einem 2Kafimum, ober SÄi* 
nimum ju mad^enbe Function, unb /"(ar, y, 2, ♦.0 = c bie borge* 
fd^riebene ©ebingung; fo l^at man offenbar bie ©leij^ungen: 

ajhitti<)(icirt man bie erfte biefer beiben ©Icid^uugen mit einem 
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tmteftiimnten hattet X unb }tell^t bie 3tt>eite bon bem ^robucte ah, 
fo erhält man: 

(.•.f-|),,+(».^-D„+(x.f-|>.+...=o. 

ilRan i)at dfo bie ©(eid^ungen: 

* dar dx ^ * dy dy ^ * dz dz ' • • • ' 

ti)otau« offenbar folgt: 

dF^d£_dFdf_dFd£_ _1. 
dx ' dx'^ dy' dy dz* dz * * * "~ X ' 

b. I^. man brandet nur ba^ SSer^altnife ber (Socfflcicntcn berfcl^ 
ben SSoriotionen in (l}unb(2) gteid^ rinct (Sonftantc gu fc^cn-— 

Wx tooUcn biefc* SBerfol^rcn an einigen ©rif})ielen nSl^ er* 
lautem. — 

Slufgabe 5. 

!Dic Surbc bon gegebener Sänge ju finben, toeld^c bei il^cr 
{Rotation um bie 5S[fe ber x ba6 größte, ober Ileinfte aSoIumett 
erjeugt — 

äuf(. C)ierift: 

y^dx unb d$ =^c) 
folgtid^: 

6u^=zx \ (2y dxdy + y'^d. 6x} 

= ^ f »'<^Jf T - ^ r^' (2yrfyiJd: - 2ydx6y\ (1) 

@et}t man nun bad Serpittrig ber ^effidenten ber SSario^ 



unb: 
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®e(}t man ie|t ba« S3et]^&(tni§ bfr Coeffidetttcn ber Soria^ 
tiottcn Ar ttiA 4tf unter bem 3ntcgra()eicl^ in (1) unb (2) loieba 
iUUi einer Conftante X; fo et^ nton: 

" + ^ — ± ?• (3) 



, dr d0^ , , Jtf 
a . -T- — r -^— d • r' -TT- 
a« d« ds 

!X)er ftrfinmtung^l^Qlbnieffer ^ ber gefud^ten Surbe ift a(fo con^ 
ftant, unb folgßd^ ift biefelbe ein fttei«. *) — Um bie ©letd^ung 
beffeCben )u erl^atten, tooUen toir ben 9bifa^e))unlt ($oO auf ber 
(Surbe felbft annel^men; fo folgt an^ (3): 



dfo: 



rdr = Xd , r* -=-* • 



r» = 2Ar«^, df=2Xd», 



*) Senn man: 

iJCydx + Xds^ = 

gd^Brtg uttotcfeU, fo hxavtSft man toiebet mtr ben (£i>efftcienten t>0n d« ^ 
Mtaifttn, tottdftt bte C^Iei^ung: 



gibt, tvorau« folgt: 






»b«: 



» + 



\/<+|i 



2 



(lifo: 



fernet : 



tmb enbltd^: 



( y >- c) dy 
y'X« _ (y _ c)» 

« - 6 = y'xa _ (y _ c)2 

(* - &)' + (y - c)» = A«. 
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b. 1^.: 
ober: 



— dr 



= dOf alfo : arcxos -^^=z$, 



luib enbtii!^: 

r=:2Xco8tf. (4) 

3lu^ ber ©(eic^mig : 

d$ = 2Xdd 
folgt ferner: 

c= d$ = 2k\ de=^4nX, 2X = ^, 
rnib mitl^ toitb enbftc^ (4): 

r = 2^co8tf. (5) 

Offenbar erl^äft man für beliebige anbere ©renjen ber 3n^ 
tegra(e baffelbe SZefnUat (4), fo ba| ber ßrei« bogen ini\dfm iwd 
$un!t^ mit ben nad^ benfelben gel^enben SSectoren — unb folglich 
an(i^ mit feiner Seltne bie gr9|te ^l&dft etnfd^e|L — S3erg(. 
5Rr. 72. 

^ierott^ erl^eUet: ba| auc^ bie )>on einem ftreidfcogen^ Mi 
Drbinaten feiner &(tp\xnftt unb bem entf))red^enben ©tfide ber %6« 
fciffena^e begrenjte gläc^e ein äßa^imum, ober SD^inimum ift^ jie^ 
nadifbem ber JBogen ber 8;e ber x feine (Soncabitat, ober febie 
(Sonbe^ität jnlel^rt — n)ie aud^ an^ ber Slnmert. ju 9b; 61 folgt 

S93ir tooUen aber biefen testen ^aU: too jloifc^en jtoei gegebenen 
fünften (aro, jo); C^-;?») bie ßurbe t)on gegebener Sänge gefud^t 
toirb, toeld^e mit yo> y« «nb a:„ — xq bie grSgte, ober f leinfte Stäche 
einfdf^ßeft — l^ier nod^ nad^ einer anbernSif{etl^iA>e bel^onbetn, locld^e 
aud^ in anbern gäüen oft mit äJortl^eil angetoanbt »erben lorni.*)— 

SBenn man ba^ 3ntertoaö x»—Xo in ben fünften a:i,X2,a:s,*». 
in nnenbtid^ t>itU 2^l^ei(e tl^eilt, bie biefen fünften entf))rec^enben 
Orbinaten ber gefud^ten (SxLVot x^p. mk yi, s^, y^ . • • bejeid^net nnb 
yi— yo = ^yo^ y2 — yi = <?yi, ys— y« — ^y»^-- fcfet; fo »irb 
bie S(ad^e F biefer Surbe offei^or on^gebrüdlt ivx^: 

*) t^ergt ^(SftUhatif: ^roMeme ber Sariationdret^nung in (£rel(e'9 
Sournal ^anb XLI @. 293. 
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F= i(«i — «d) (!fi + Jfo) + K«a -•*i)Cf2 + yi) + -- 
unb il^re i^&nge L burd^: 

I, = dij + <f»i + *2 -f- • • • • 

+ y'Cxs - J^i)» + (y» - »«)* + 



• • • • 



Sqeid^net nnn X toieber einen conftanten Factor, fo ift bie 
)u einem 9)Ujcimum, ober äßinimnm jn mad^enbe ©rSge: 

offenbar eine gnnction bon ben nnenblic^ bieten tnbe|)cnbentcn 
üBeränberlic^en yi, y.., y.,, . . . , unb toenn man bte ©leid^ungen: 

djti ' dyi 'dys ' * * * * 
bUbet; fo ergibt [\df, bag fie alU bon ber Sorm {tnb: 



x^—x 2\ ('^^'^^ ^^"'Wq 



Ober toegcn ar«+t — a:« = ar«+i + dx„^t — ar« = 2^«+ <f «o?« bon 
ber t$orm: 

2dX„, + d'Xn.-2X.d.(^^=:^0, 

ober allgemein; 

2dx + d:^x — 2X.d.^- — 0y 

ober enbKd^, toenn bie unenbtid^ Heine ®yö§e jtoeiter Orbnung 
d'^x l^intoeggelaffen loirb: 

dx=:X,d.^ , (1) 

ds 

toorau« burd^ Integration folgt: 

(a:^6)« + (y-c)« = XS (2) 

unb bie arbiträren ßonftanten b, c, X tok in 9?r. 72 beftimmt toer^^ 
ben. — 

9lu^ (2) folgt aber aud^ : 
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dt' ' X ^x* - (y— c)' 

unb: 

alfo enbtid(^: 

(iTo — b) (y« - c) — (ar„ — 6) (y© — c) = X'sin y , 
»clc^c {Relation bie britte in 5»r. 72, nämlid^: 

(jr„ — Xq)'^ + (y„ - yo^ = 4X« sin' i y- 

crfcfeen fann, — 

$ätte man y„ — yo P^tt a-» — aro in nncnbüd^ bie(e I^eife 
geti^eiU, {o toäxt u eine Function ber unenbtic^ Dielen inbe)>€it« 
benten SSeronberttd^en xi, X2, x^,... gen>e{en, unb man l^e ebenfo 
bie ($teid^ung: 

dx wi 

dy =^ X*d ,-~ (3) 

erl^atten — unb iDcnn fotoo^f o-,, 0^2, 0:3, ., . toie yi, y», 1/3, ... att 
inbe|)enbent beränbertid^ gebadet ttjürben; fo fänben bie 3ieIationen (1) 
unb (3) jugteid^ ftatt, tpotau^ gunäd^ft folgt: 

, , rfw . dx 

ds ' •' c?« ' 

atf : 

n)ie jubor. — 

Uebrigeu^ fielet man (eic^t, bag biefe SWetl^obc »on ben frühem 
nur ber gorm unb nid^t bem ©efen nad^ »erfd(^ieben ift — 

ßbenfo ift leidet erfic^tüd^: bag bie 3acobi'fc^e X^eorie bei bem 
bon bem 93erfaffer in ^ap, 4 angeioanbten 35erfa^rcn ebenfotoenig, tt)ie 
bei ben in biefen 3"fäften befolgten SKet^oben anioenbbar ift, toeil 
biefe X^eorie mef entließ boraudfe^t: bag V in JVdx bon berfjorm: 

28 
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ift, fo bag X bic inbcjjenbente 35cränbcrficl^c ift unb y, ^,... 

dx 

Functionen berfelben ftnb. — 8(uc^ koirb babet borau^gefe^t: bagntan 

bic Function y = /'(x, c,, c^, . ..c»,) lennt, toclc^e bcr !Ciffcrcn^ 

tialgleic^ung : 

/J = Ober iV^^-^ + ^^-. ...(-!)• 4^=0 



Ar« 



dr" • 



genügt— Der SJerfaffer ^at be^i^alb ^ier biefc 3acobi'fd^e Xiftm 
faft ganj fallen laffen — unb mir »ollen bal^er \z%i toemgften« in 
©ejug auf ba^ Untcrfc^eibung^friterium: 



CU^ 



d^V 



(^1?) 



aWin. 



nod^ baö burd^au^ 5Rotl^toenbige — befonber^ in Sejug auf re^ 
tatfbe aWafima unbaWiniraa — ^ingujffigen, toeit eine bolfftan* 
bige Durd^fü^rung ber 3acobi'fd^en Xl^corie jumJl^eit ju loeitlau* 
fig unb gum J^eil gar nic^t möglich toaxt. — 

(1). gür SeiftJiet 1 in 5»r. 66 bergt, aud^ 5Kr. 30 unb be^ 
fonber« 5»r. 48, ujo bie Saccbi^^e S^eorie boltftänbig burd^^ 
geführt ift. — • 

(2). 3n a3eift)iel 3, 5«r. 69 ift offenbar: 



alfo: 






unb bie ©teid^ung: 



Ar--g- = Otoirb: t +p2 ^ (j^+x)^^ 0, 



njorau^ folgt: 



y + ^ 



. 1 -f- P' 

dp 
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@e6t man biefen &ttti) »on y + )l in ben bon Qi , fo erl^ 



man: 



v'^'i \/o+*)&* 



3enad^bcm alfo -y- negativ, ober j)ofitiü ift — b, 1^. bie 

Äettcnlinie bcr ÜDre^ung^aje i^re ßoncaöität, ober ßonöeji* 
tat jufei^rt, ift bie erzeugte Oberfläche ein 3Jiaj:imum, ober ein 
aWinimum. — 

(3). 3n Sejic^ung auf ^ti\pUl 1 in 9?r. 72 mgL anii) 
3lx. 33, foioie bie Slnmerfung auf ®, 151—15?. 

(4). 3u «eifpiel 3, ®. 177 ift offenbar: 

folgtid^ : 

__ dV _ d^V _ hj 

\ * dx) 



unb bie «©(eid^ung : 



gibt: 






;t=_-^Vii4-J'')' 



©ubftituirt mon biefen SBerti^ bon X in ben bon Qi, fo etpÜ 
man: 

2,f _ 2.V« 



Qi = 



'+'"-»i '+(^)-»&' 



unb ba -7-7- i^ier ftet^ negativ ift, toeil ber ^atbfrei^ bcr üDre»» 

l^ung^aje feine ßoncabität jufe^rt; fo ift Q^ offenbar immer ne^ 
gatib — unb e^ finbet mithin ein ÜKajimum ftatt — 

2Bie man fielet, beftel^t biefe« ganje SSerfal^ren barin: ben bei 
relatii?en SKaf. ober SD? im in F, atfo aud^ Q» borlommenben 

m 
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IHRbefritniiitfii conftantcn aRtt(ti)»(icatot X^a^m,... nttttr^t bet 
(Blttd^ung ß^O, morin berfdbe offöiBor aud^ t>orlotntnt, oud Q« }i 
climinirfn. — 

findf mag in 9t^ auf ifo))ertmetrif(^e ^Neme nod^ U^ 
tncrft merbtn, ba| immer itotx berfeltot in einer foldf^ ^}iel^wig 
)U einanber fte^en: bag man für beibe biefelbe @(eid^ung ^^=-.0, 
unb folglid^ auc^ biefelbe ÜufUfung erl^&ß. - 3- So. loenn bie 
Surt^e gefacht »trb, meldte bei einer gegebenen Sänge bie grdgte 
gtäd^e einfd^Iiegt; fo erl^ätt man biefelbe «uflöfung (ben »rei«), 
otö loenn man bie (Suroe \i\(S)t, totlöft eine gegebene gflSd^e um« 
f daliegen unb bie Keinftc Sänge ^aben fott. — ÜDenn ffir ba« erftc 
Noblem ffat man ba« 3ntegral: Ü=Jiy + k^i+^^)dx ju einem 
2ßaj., ober SDiin. ju madf^en, toä^renb ba« jttjeite auf bo« Sntegrol 

U—j(^TT?+h^^^ fü^rt, toetc^ie« offenbar, toenn man j- ftottx 

W, in {SCy+^/iT?)dx übergebt, unb folglich auf biefelbe 

©eftimmung^gleic^ung j8 = fü^rt, toxt ba« erfte 3ntegraL — 

ffieiter »oücu tt)ir l^ier noc^ »enigften« einen ©cgriff i>on bem 
©aug'fc^en unb Sam^'fc^en Soorbinatenf^ftemc unb beren^änmen* 
bung auf bad 

Problem bcr geobätifc^cn Linien 

geben. — 

ffienn FCar, y, 2) = 0... (1) bie ®(cic^ung einer hrummen 
gläd^e ift, fo fefet ®aug: 

y = f2iln)y ! (2) 

too I, ri jtt)ei betiebigc neue 3Seränbernd^c finb. — 8lu« (2) ergibt 
fid^ burd^ S)ifferenttation : 

dx = Ox c?| + ^1 dfi, 

dy = a2d^ + bo dtj, } (3) 

dz = a^ d^ + b^dfi, 
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tti^ bte ©(eic^ung (1) ber Inmtmen Statine U)irb: 

* (S, 1?) = 0. (4) 

S)a I, iy gonj tt)illlürtiei& fiub, fo lann man ftc immer fo an* 
ncl^men, ba^ ftc bcm gerabe beabfic^tigten ^mttt am beften tnU 
fj)rec^cn. — ©enlen tt>tr un« atfo auf ber gläd^c (4) jtoei Sinienf^^ 
fteme, tooüon ba« eine entfte^t, »enn fi(^ | ftetig önbert, toätf^ 
tcnb 1^ conftant bleibt — unb ba6 aiibere erjeugt mirb, toenn ij 
fidf ftetig änbert, ipä^renb J conftant ift. — SBenn ti ccn* 
ftant unb J öeränberlidj^ ift, unb man cüminirt | gtoifd^en ben 
brei ©leid^ungen (2); fo erl^ött man jtoei ®Icici(^ungen jtoifc^en x, y, z 
unb 71, tx>tiä)t eine ßuröe auf ber frummen gläd^e beftimmcn — 
unb ttjenn man in biefen beibcn ©leid^ungcn at^bann ri oariiren 
lä^t; fo erl^äft man ein Softem fotd^er ßuroen. — (gbenfo ergibt 
fid^ ein jweite« Suroenf^ftem , loenn ^ conftant unb ri Derän=» 
bcrlidj^ angenommen unb iy eliminirt n>irb. — 3eber ^unft in ber 
frummen gläd^c lann fotgüd^ alö ber Durd^fd^nitt^^unlt irgenb einer 
ßuroe be^ erften S^fteme^ mit einer be^ jtoeiten betrachtet »erben — 
unb bie Sage biefe^ fünfte« auf ber frummen gläd^e ift beftimmt, 
tt)enn biefe beiben ßuroen gegeben finb. — SBenn (Xq, yo> «o) ber 
^unft ber frummen gläd^e ift, für toeld^en |o^ ^o ^ic entf^jrcd^enben 
SäJertl^e oon |, iy finb; fo fann berfelbe fügti^ ber 2lnfangöj)u;nft 
genannt toerben, toeit er ber !Curd(^fc^nittöpunft oon Jo iinb ly© ift— 
unb I, rj fönnen bie ßoorbinaten jebed anbern ^unfted ber frum* 
men Bläd^e l^ei^en, toeld^er ber !J)urc^fci^nitt«j)unft gtoeier jufammcn* 
ge]^i5riger ber (Surben |, ri ift. — 

ffletrad^ten toir nun jtoei einanber unenblid^ nal^e üegcnbe 
fünfte (J, fi) unb (| + d^, ri + drji) ber frummen gläc^e, toooon 
ber erfte ber !Durd(^fc^nitt^<)unft t)on J, ri unb ber jtoeite ber Don 
I + ^1? n + dri ift. — Sejeid^net äs atöbann il^ren gegenfeitigen 
2lbftanb, unb fefet man: 

F= aibi-^- üiby + 0363, _ 

) (^) 

V ==(a2&3 — 03&2)' + Coa&i — «1 W^ + (01&2 —0^261)«; 

fo l^ot man: 



^. 
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V'=£'G-1^ (6) 

unb: 

ds-" = dx^ + dy-" + dz^ = Edi^ + 2F(igrfi? + Gdri^ ; (7) 
dfc: 



= r (£c?f -' + 2fWSAj + Grfij'H 



(8) 



für bic ßäujje einer jtpifc^cu beit ipunftcn (So, i/o), (I.,i7i) auf bev 
frummcn gläc^^c llcgcnbcn CSurue. — 

!Cie u II e ablief f(ctne C^ntferimng cfa jioifc^en ben beiben 
fünften ({, ri) unb (S + rf|, i?) ift mithin nad^ (7) offenbar: 

da^E^d^, (9) 

unb bic (Sntf emung da jtt)ifc^en (g, i^) unb (J, rj + cfiy) ift : 

da'=Gidri. (lOj 

©enn ferner o ben bon J unb i^ in il^rem Durc^fc^nitt^})unftc 
gebifoeten SSJinfet bejclc^net, fo ift tt>egen (7): 

' _.^1__ a|6|+ 02^2 + 03^1 j, 

Semi 6 bcr ffiinfel jtpifc^en ds unb ber Sinie be^ erften @^^ 
ftem^ in bcm fünfte (|, iy) ift, fo l^at man: 






_Edl+Fd^ 

) (12) 

Ei ds 

unb ioenn ö' ber 3Bin!e( ätoifd;en ds unb ber (Suroe be« gleiten 
©^fteme^ in bem '»ßunfte (|, i^^ *f^y f^ ^^* ^^" cbenfo: 

dsGi ' 
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^adf (8) f)at man nun: 

aber ba J5?, F uub ö Functionen bon | unb rj finb, fo ift: 

®cfet man biefe SBert^e in (13), bann bic ßoeffidentcn üon d| 
unb drj unter bem Sntegraljcid^en einjetu = unb beachtet bic ®(et^ 
d^ungen (12) unb (12'); fo er^äft man: 



.(c„^^,-^(D-^(f)-^(f)=0, 

§ieraud folgt: 

unb au« (12), (12') folgt: 



(14) 



(15) 



^ V dri^V 
^ V rf| ^ V 



(16) 



333enn man enblic^ 0, ff mittetft (16) au6 (15) etiminirt, fo 
erl^ätt man eine ©ifferentiatgteid^ung ber geobätifd^en Sinie auf 
ber betrad^teten frummen gtäd^e, — 



col 
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Die obigen Sortneln k^ereinfad^en fiäf, loeim | unb ti fo ongr^ 
nomtnen toerten, bag bie Sinien be9 einen ®tf\ttm^ bie bed anbeni 
unter einem SBinfel wn 90^ fc^neiben; benn atebami ift coso^O^ 
unb f o(g(id^ mdf (II) auc^ F = 0, fc bag bie ©(eid^ungen ber geo^ 
bätifd^en l'inie n)crben: 

inbem bie ©feic^nnflcn mit ff mit biefcn ibentifd^ »erben. — 

Äud^ bie ©leic^ungen (17) (äffen fid^ noc^ bereinfad{>en ; benn 
»enn bie ginien | unb rj gcobätifd^e finb, fc ift $ ==:0, ts>tm 

ij=conBt ift. 3laäf ber erften ber @lcic^unfteu(17) ift otfo ^=0; 

fo(g(U^ £ enttoeber conftant, ober tnbe)>enbent bon 17 unb mithin: 

SEBegen au^ffil^rßd^crcr Unterfud^ungen über geobätifd^c Sinien 
unb bereu toidf^tige Slntoenbuug in SScjic^ung auf bie ©eftimmung ber 
Krümmung ber %lä(!S)tn muffen toir auf bie Slb^anbtung bon 
®au§: Disquisitiones generales circa superficies curvas^ fotpie 
auf bie neufte bon IMoubiKe beforgte Slu^gabe bon Monge's 
Analyse appliqu^e etc. Paris 1852 öertücifeu. — T>a aber 
ba^ Problem ber geobätifd^en Sinien auf einem ßtli^jfoibe für 
geobätifd^e ^totdt bon l^o^er Söidj^tigfeit ift, fo tooüen loir baffelbe 
l^ier mittetft 8am^'^ eUi^Jtifd^en Soorbinaten nod^ bel^anbehi. — 
3u bem ^totdt muffen mir junäd^ft einen Segriff bon biefem Soor^ 
binatenf^fteme geben. — 

8am^ benft fid^ brei confocale ^ilxdftn be^ xtoeiten®rabe^: 

X* r X2 — t^ ^ A« — c^ "" ' 

^ "*■ ^« — 6^ "^ ^3 _ c« == *^ / CU 

^^ I y^ I ^'' - 1 

y'i r yo _ ^i «^ |;2 _ ^a — ^f 
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tDÜäft \\d) in bcntfclbcn fünfte red^tioinllig burd^fd^nctbcn unb 
conjugirtc gläc^^en genannt tocrbcn. — SBenn 6<c, ^>c>6^ 
(i>b <.c unb i;<6<c angenommen »itb , fo ift bie erfte biefcr 
brei gtäd^cn (1) ein Sdi^jfoib, unb bie jtoeite unb britte ein4)^})er*' 
botoib mit einem, ober jmei gac^. — Sägt man nun in ben ®lci* 
c^ungen (1) bie ttjiHtürlid^en Parameter X, fi,v \iäf ftetig Snbern, 
fo erl^ält man brei ©^ftemc oberSRcü^cn [läf rcc^tloinllig in bcm* 
felben fünfte (ar,y, 2) burd^fd^neibenber gläd^en, fo ha% jcbcr ^unft 
be« SRaume« ate ein fotd^er !t)urd^fd^nitt«|)unlt i^aöfttt »erben fann 
— unb A, fi, 1; »erben atebann bie cflt|)tifd^cn ßoorbinaten bicfe6 
fünfte« genannt. — Die 9?eIationen jtt>ifd^en x, y, % unb X, 11, v cr^ 
geben fic^ ganj einfad^ toie folgt: 

Drbnet man irgenb eine ber ©leic^^ungen (1), j. Sd. bie erfte, 
nad^ ben ^otenjen bon A,; fo erhält man: 

X6_ (6« -^ c« + :c2 + y- + ä') A* 

!J)ie SBurjeln biefer testen ©leid^ung finb offenbar A«, ^2, v«; 
mitl^in ift: 

X« + ^« + v* = 6« + c« + a:« + y2 + z«, \ 

ft«i;2+i;2A2 + AV=ar^(ft'+c') + cV + &'«* + &*c% [ (1') 

unb l^ierau^ folgt: 

bcx = X(iVj X 

bydc'^ — 6^)i = [(X« — 6') (f*^ - 6«) (ft2 _ ,;2)] > ^ j (2) 

n)0 bie jtoeiten Sl^eUe immer mit bem ge^Srigen ^üdfm genommen 
»erben muffen. — 

!J)a6 fid^ bie burc^ bie ®(eid^ungen (1) au^gebrüdften gläd^en 
red^t»inf(ig burd^fc^neiben, ergibt fid^ ebcnfaltd fel^r leidet. — (Denn 
nimmt man irgenb jtoei berfelben, j. So. bie beiben testen, unb 
bejeid^uet mit a2,ß2, Yz) «3; ft,, ya bie äöinfel, »etd^e i^re 5Rorma* 
len in bem gemeinfd^aftßd^en üDur(^fd^nitt^|)untte mit ben ßoorbina«» 
tena^en bUben; fo l^at man: 

28* 
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cosoa cosaj 4- oob/)j cos/)« -)* omj's coaj't 



/i«v« ' (/i« — 6«) (V» — 6«) ' (/i« - ««) (»« — c«) 

= »cgcn (2), 

itnb baffelbe iRefuUat ergibt fid^ für i^e itt>ei onbere ber ®(et(l^un» 
gen (1), kDoraud folgt: bag [xdf bie burc^ biefe ®(et(i|^ungen aa^t* 
brfldten SlSd^en unter rechten SmMn burc^fd^neibem — 

Setrad^ten toir nun irgenb einen $unlt ber (£((t))foibe^ , fo mixb 
baffe((e bon ben beiben $))t>erbo(oiben barin rec^ttoinllig gef(^nitten 
— unb n>enn X \idf unenblid^ toenig änbert, n)äl^renb ^l, v con« 
ftant bleiben; fo fc^reitet man auf ber 92 or male bed 6i(it)fotbed, 
totUft ber X)urd^fd^nitt ber beiben ^^)>erbo(oibe ift, um bie unenb^ 
lid^ Keine Sänge djjt bid }u bem n&c^ftliegenben (SIIi)>fotbe fort — 
©ebeutcn d^x, dj^y, dAX bie ^rojectionen »on djß auf bie brei Soorbi* 
natenajren, fo erl^ält man burd^ ^Differentiation ber Sogariti^men t)on 
(2) fofort: 

^xX^- dX, 
dxy^ ^/_^^ dK 

folglich : 

tocnn p ba^ ^erjjcnbifel an^ bem üJlitteI))unftc bc« Süipfoibe^ auf 
bie Söerü^rung^ebene im fünfte (X, fi, v) bebeutet» — 

SBenn ft unb v fid^ fucceffibe unenblid^ »cnig änbem, fo cr^ 
l^ält man ebenfo: 

/ (4) 

»orau« fid^ fofort ber Slu^brudt bon ds = V{d/i sy + {d^s)^+ idy l)« 
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ergibt", burd^ beffen Integration man bie Sänge einer (Surt)e intSRaume 
crl^ätt, tt)enn i^re ®{cid^ungen in el(ij)tifci^en ßoorbinaten anöge^ 
brüdt finb. — 

g« fei nun ein ^unft ber geobatifd^en Sinic auf bem gßi))^ 
f oibe ber X)urc^fcl^nitt«<)unft bee (entern mit ben beiben ^^J^erbofoiben, 
welche bnrc^ bie beiben festen ber ©teic^^ungen (1) au^gebrücft toer* 
ben; fc ift X conftant unb ^, v ftnb bie beranberlid^en t\\\)f^ 
tif^en ßoorbinaten biefer geobätifd^en Sinie — unb jugleid^ ift 
ju bemevfen: ba§ ©^fteme üon Srfimmungdfinien auf bem (5^ 
Ii|}foitc ermatten merbcn, ttjenn eine ber ©rßgen /i unb v pd^ än*= 
bert, toä^renb bie anbere conftant bleibt — gemer fei ds ba« 
8ängenc(ement ber geobatif d^en 8inie, d^,«, d^s feien feine ^ro* 
iectionen auf jioci firümmung^Iinien , ttjetd^c fi^ im 3lnfangö})unlte 
bon äs fc^neibcn — unb o fei ber ffiinlet jtt)ifd{>en ds nnb dt$j alfo 

^ — ö ber jtoifd^en ds unb df^s) fo ift: 

(iy « = dsQosGiy dfi8 =z dsemcD (5) 

©e^t man atebann: 






(6) 



fo ift »egen (4) offenbar: 

dfi8=^pidiif dyS -= qidv] (7) 

f ofgf id^ : 

d8'^=pda'^ -[■ qdv^. (8) 

2)ic Sänge ber geobätifd^en Sinien toirb au^gebrüdtt burd^: 






folgüd^ ift: 

JO 

nun ift aber nad^ (8): 
m\Ü)xn : 
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@e|)t man nun: 



V — lt^ X«-v» 

— fff __ =r n, 



((»« — 6«) (c« - ;*») ' (&' — v'JCc' — V*) 
fo baf m unb n i(o< guncttonen oon fi unb v finb; fo ^at man: 

|, = mOt» — V»), g = nfp»— V«), ClO) 

unb mithin: 

ip = (^' — V*) rfm -|- 2»n (/iJ// — viv), \ 

©ttfcftituirt man btefe Söert^e in (9), fo er^äft man: 

+X'S^'^'-^'>f:-2^^— ^^— ^-«^(^^^ Ci2) 

unb tt>enn man bie Soefficienten bon S^i, dv unter bcm 3ntegralgci:^ 
c^en cinjehi == fefet; fo gibt ber bon dfx junäd^ft: 

@« ift aber: 
= 0*« — .-«) ^ dm -t- 2m ^(j*^^ — »^»') + »«C«« — »"»^d. ~, (14) 
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unb %te« in (13) futftituttt, gibt: 

^ ds ' ,4 ds ' ^ dB ds 

( dp^ , du^ \ 

ober für m unb n il^re SBert^e an^ (10) gcfc^jt: 
f offltic^ : 

|/^0l^ - .2) ^i rf , j (^,, _ ,,) y- ^_ j ^ ^,rf^,^ 

unb njcnn man integrivt: 

mOe«-i^«)«^ = ^i«+e„ (15) 

ßbenfo ergibt \id) ax\^ bem ßoefficienten bon dv in (12): 

n (^« - v')« ^ = - v2 _|. c,. (16) 

!Durd^ Slbbition bon (15) unb (t63 ergibt fic^: 

— ^^-^ (^« — y«)2 = /£« — l'« + Ci + C2; 

ed ift aber: 

^5 2 

Twdu' 4- ndy^ = —5 5- ; 

^^ — V* ' 

f otgtid^ : 

q 4- C2 = 0, ci = — Co = - jS«; 

mithin toerben (15) unb (16) xt\p.: 



^ (^»» - "») -^ = ^» - ^»; 



(17) 



tDOxau« burc^ !£)it)tfton folgt: 
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cbcr »fnn man bie )Quabrattour}f( audjie^t unb fBr m imb » i^ 
Vkxtfft fe«t: 

/ X^—fi^ \i _ X« — r« NJ 

(19) 
Da in btefer Q^feic^ung bie ^tvinttvüdfCix /i unb r getrennt 
finb, fo gibt i^re 3ntegration fofort tic (^leid^ung ber geobättfc^en 
Vinic auf bent (S((t))foibe, n)e(c^e auger fi^ ncd^ eine ixo^itc, t>mdf 
bie (e^tc 3ntegration eingeführte (Sonftante entölt, bie beibe burc^ bie 
Gocrbinaten ber (5nbj)unftc ber geobatifc^en Sinie beftimntt »erben.— 
^nöf bie l'änge s ber geobatifc^en Sinie toirb nacf^ bent 93or^ 
^ge^enben leidet gefunben; benn man ffoi: 

mithin: 

,s=^ß^Lz^d^ 



_ /mju«_,^_j y»" 



9 



'. ^^^ du + —}===- dvy 

unb enbHc^: 






SBeiter fofgt an^ (18): 



pv^d/L(^ + qfi^dv 

= i/2sin«« + iti »co»«<», (21) 
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totidft^ offenbar eine !Differentta(gteicl(inn8 ift, unb dne ^ebrngung 
audbrüdt, ber alle geobätifd^en Sinien auf ber Dberfläd^e eine« 
©Ilijjfoibeö genügen muffen, mitl^iu ate eine !J)«finition berfetbcn 
angefe^en »erben lann. — 

äöenn eineJReil^e geobätifd^er ßinien bon einem '»ßunfte (/tii,j'i) 
au^gel^en unb bie Ärümmungölinie (^e,) berühren, fo ift an biefem 
fünfte ö = 0, alfo /3^ ~/«i« unb: 

^^a = ^2 cos«© + vsin'o; (22) 

mitl^in f)at ß^ für alle geobätifd^en Sinien, mid^c bie Ärümmungö* 
linie (fi=fii) berül^ren benfelben SSSerti^. — 

Söenn eine geobätifd^e ?inic üon einem ®c^ eitel (5labelj)unlte) 
be« eili<)foibe« audge^t, fo ift befanntlid^ fÄ^=:r^z=h^] fotglid^ ß=zb, 
midft ätid^tung bie geobätifd^e 8inie auc^ ^aben mag — 

8lu« (22) erhellet: ba§, ttjenn jtoei geobätifd^e Sinien, toeld^e 
biefetbe Srümmung^linie berül^ren, b. 1^. für tpeld^e /m, conftant ift, 
burd^ benfelben ^unlt (/i, r) gelten, biefelben mit allen burd^ bic*^ 
fen ^un!t gel^enben Ärümmung^linien gleid^e Sßinfel bilben* — 

!J)enn e« ift: 

alfo: 



(D = o'. 



SBenn bon ben beiben ©d^eiteln be« @lti|>foibe«, »elc^e in bm 
@nb<)unften feiner fleinften 8lfe liegen, geobätifd^e ßinien nad^ irgenb 
einem fünfte (ft,y) einer Ärümmungdlinie, beren®leid^ung/u=con8t 
ift, gejogen toerben; fo ift bie ©umme ber Sängen biefer geobäti«* 
fd^en ßinien läng« biefer ganjen Ärümmungölinie conftant. — !Dcnn 
toenn r^, r2 biefe Sängen begeid^nen, fo ift: 

dri = caseosa), dro = — dysco^foy 

mitl^in : 

rj -j- r2 = const 

aÄit plfc be« ©afee« (3) auf ®. 306 l&^t fid^ aud^ leicht auf 
äl^nlid^e äöeife, toie in ber ebenen ©cometrie bart^un: ba^ bie gco* 
bätifc^en 9{abienbectoren mit ber ^ämmung«linie gletd^e SSSinlet 
bilben. 
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SBenn '}tt>ci gcobätifd(!e Linien }tDCt t>vx(fy fi^Mi mb i» = /i^ 
beftimmtc ftTümnmngdtmicn 6 e r u ^ r c n unb ftc^ tn(/i, y") r e (^ t loiittHg 
burc^fc^iicibcn, fo ift: 

/i, " = ju* cos' cj 4" y'^Bin^a, 

7i;j« = /«« C08«a>' + y«sm«cD' 

alfo: , 

fii » + /«o* = fi^ + y' = const , 

unb ba itad^ bcr erften bcr (äleici^l^eiten (T) ift: 

X« +^« + V« =rar« +ya + 2« + 6« + c«, 
mitl^tu : 

^' + y' + i* = ^' + fh * + /"-i* — 6« — c* 

= const. ; 

fo folflt: bag bcr gcometrifd^e Ort be^ 5Duvd^fc^nitt«t)unftc^ jlDcicr 
fotd^cr orthogonaler geobötifd^er Sinien ein f|)l^ärifd^cr Segel* 
fd^nitt, b. ff. ber !J)urd^fd^nitt be« (äöij)foibe6 mit einer concentrifd^en 
Sugelffäd^c ift, — 

SBegen weiterer . ©genfd^aften geobätifd^er Sinien bcrglcid^c 
man: 1) jtoei Slbl^anblungen bon ßl^a^Ie^ in Sioubitle*« 3our* 
nat Vol XI p. 3 unb j). 105; 2) eine Slbl^anbtung bon 3Ji. 5Ro^ 
Bert« ebenbafetbft Vol. XIII p, I unb 3) eine Slb^anbtung bon 
Dffian ©onnet im Soumal de TÄcole Polytechnique, Cahier 
XXXIII, fo toie befonber« an6) ba^ ®u|}t)Iement baju. — 



2>rucf bcv $ofbu(^bi'ucfcvci ton (Sb. Äram^e in 8vaunfc^tt>eig, 
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